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حقوق مادی این اثر متعلق به وزارت 


آموزش و پرورش است 


بد بدآورندگان 


این کتاب در سال ۱۳۶۰ مورد 


درباره* آرم جمهوری اسلامی ایران 


از آنجا که این آرم باید محتوای حکومت اسلامی را بیان نماید و اين محتوی چیزی 
نیست جز رشد و تکامل انسان به سوی " الله " (الی‌اللهالمصیر ) و همین طور با توجه به این 
واقعیت که مابین محتوای کلام‌الهی و لحن و صوت و فرم ظاهریآنارتباطی‌درونی وجود دارد 
و ( ثاید به همین دلیل به هنر خطاطی و ترتیل قرآن تا اين حد در فرهنگ اسلامی‌توجه 
شده ) ,کلمه* " الله " که هدف و غایت حکومت اسلام‌ی و اساسا" غایت هستي است به‌عنوان 
مبنای فرم آرم انتخاب گردیده است و در جهت نکامل بخشیدن و تبدیل شکل این کلمه بسه 
صورت یک آرم و با مشخصات و امکانانی که‌یک آرم از هر نظر باید دارا با شد یی 
که مقاهیم مورد نظر در نهایت خلوص, سادگی و ایجاز , در قالبی متناسب با محتوی بیسان 
گردد آن‌هم بیانی استعاره‌گونه به‌جهت اینکه‌فرم آرم خود هویّت و شخصتبت مستقلی را ورای 
خط نوشته‌های معمولی دارا باشد . بر این اساس با تجزیه و خلاصه کردن شکل کلمه " الله " 
سعی گردبده نا علاوه بر اینکه کلمه " الله " از خلال فرم خوانده می‌شود عناصر آن طوری 
انتخاب‌گردد تا ترکیب آرم‌نیز خود چیزی بیشتر از یک خط نوشته بوده به طور رمزی مفاهیم‌و 
نشانه‌ها ی‌یک حکومت اسلامي با شد . نشانه‌ها بی که‌علاوه بر مبنای‌فکری حکومت ( کتاب - ذکر ) 
در قرآن از آنها به "میزان و "حدید " تعبیر گردیده است . به آين ترتیب اصلی‌ترین 
مفاهیمی را که باید در فرم مستتر با شند آین‌طور می شود فهرست گردد : 

" کناب " ( توحید » اصول پایه» دین ۰..) "میزان " (تعادل و توازن ۰)۰۰۰ 

" حدید " ( قدرت واستحکام رشت 

وهای اشلی ترکیت قفوم اعبا رتند از 

ترکیب و بیأن‌فرم کلمه: " الله " پا پنج عنصرتشکیل دهنده اصلی که چهار عنصر آن 
به شکل‌هلالی انتخاب شدهاست در مجموع یادآور یک‌فرم گیاهی‌است . و بیانگر مفهوم (رشد ) 
است . 

لازم به‌توضیح است که شکل هلالی همان شکلی است که امضای مشهور حضرت محمد (ص) 
از آن نشکیل مي‌شود . 

خطوط ها دی این هلالی‌ها نصف‌النهارهای کره» زمین را تجسم مي‌بخشند و از این‌راه 
اشاره‌ای به جهانی‌بودن این عفیده دارند . 


پنج جز* اصلی آرم نشانه* پنج اصل پایه؛ اسلام ( توحید » نبوت » عدل , امامت , 
معاد ) است که اصل توحبد در میان » حکم عمود و ساقه اصلی را داراست ( اصولا " عدد پنج 
در فرهنگ اسلامی شیعی جای خاصی دارد که علاوه بر اشاره به پنج اصل دین . پنح تن‌و خود 
به عنوان یک عدد در هندسه و حساب مبناتي است برای اشکال و تناسبات طلائی که بخش 
مهمی را در هنر اسلامی تشکیل میدهد ) . 

- عناصر ترکیب به نحوی خلاصه شدماند , نا ضمن بیان " الله" عصاره‌ای از کلمةتوحید 
یعتی " لاله‌الاالله " را نیز در خود مستتر داشته باشد . 

(نحوه" تطور آرم در جهت بیان "لاالهالاالله " در نموداری نشان داده شده است ). 

ب.جز" قائم میانی در ترکیب‌با فرم تشدید ( س ) ضمن یادآوری شکل شمشیر خودبه‌فرم 
قائم و ایستاده نبا دی است از فدرت و استحکام و ایستادگی ( حدید -آهن ).۰ 

فرم تشدید ( س) که در خط عربی و فارسی شدت را می‌رساند در اینجا نیز برایا شاره 
به فرم شمشیر و از این‌راه مفهوم " حدید " بکار گرفته شده است ( انزلنا "الحدید " فیه بأس 
"شدید ")۰ 

- ترکیب کاملا " متقارن شکل بیانی است از حالت تعادل و توازن ( میزان ) . 

بالاخره‌بزرگترین و اصلی‌ترین ویژگی ترکیب (ویزگی‌لازم و کافی ) همانا بیان کلمه» 
"الله " است که خود هم قالب است و هم محنوی . 

نظام هندسی و طرز ترسیم آرم ( که در یک دایره محاطاست و نقاط راهنم‌ای آن بسه 
کمک تقاطع دو ستاره* پنج پر به دست می‌آید ۰ 
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صل ۱ 


باد آوری و تکمیل 


بیشتر مطا لب این فصل و نصل ۲ همان مطالبی است که در کتاب حساب و جبر سال سوءبا 
آنها آشنا شده‌اید. چون این مطالب اهمیت زیادی دارند آنها را یادآودری نموده و در جهت 
تکمیل آنها مطا لبی اضا فه می کنیم. جون ايین مطا لب ز قلا خو اندهاید مسلم است که سرعمت 
فرا گیری آنها زیاد خو اهد بود. 


۱-۱- تعریف تأبی 

فرض کنید ۸ و 3 دو مجموعه باشند. ] زیر مجموعه از حاصلضرب دکادتی 8 » ۸ 
(یعنی بسك دابطه از ۸۵ به 3) دا یسك تابع کویند همرگاه 1ع(دادع) و ]6 ( را و ج)» 
آنگاه ا عد . به عبارت دیگر ] مجموعه‌ایست از جفت‌های مرتب در 13 < ۵ به قسمی که 
هیچ دوعضو متفادت ] دارای مو لفه‌های اول مساوی نباشند. 

مثال : دو مجموعه (۵ و ۴ و۳ و ۲ و ۱)-< ۸ وژن و ۳ و هوب- ) < [ مفروض 
است حاصلضرب دکارتی 13 هر ۸ عبار تست اد: 

(,.. و(۳۲و ۴) ...و( و ۳) ...و( و۲) ...و (ه و ا) و(ذ -وا))<ظ ا۸ 

را بطه ((۳ و ۴) و (ه و ۳) و( -۲9) و (ه و 110۱ 
يك زیرمجموعةً 3 ک( ۸ دا درنظر می گیریم. دابطه ] یسك تابع است. زیسرا هیچ دو عضو 
متفاوت ؟ دارای مو لفه‌های اول مساوی نیستند. 


-۲- دامنة آعریف 9 برد تابع 

مجموعهً م قه‌های اول اعضای‌تا بع ] را دامته (دامتةٌ تعریف) ] ومجموعة م قه‌های دو) 
اعضای ۴ دا برد ۶ می‌خوانند و آنها دا به‌تر تیب‌با ء(1 و ی[ نشان می‌دهند. 

مثال: فرض کنید ۵ و ۴ و ۳و ۲و ۱) < ۸۵ و (م و ۳ وه و ۱-] 9و شکل 


صفحهةٌ بعد تابع ] دا مشخص می کند. دامنه وبرد ] را مشخصصی کنیث. 


(۳ووو اعد و (۴ و ۳ و ۲ و 2)۱< ۶( 


۳-۱- مقداز تابع 

وقتی .(۷ و ) عضو دلخواهی از ؟ باشد 7 را مقدار تایسع ] در می‌تحو انند و معمولا 
آن دا به‌صودت ()] عد با می‌نویسند. در این مقام ملفه اول» یعنی ۰ را متغیر مستقل ومو لفة 
دوم یعنیلز» را متغیر تابع میخو انند» توجه کنید که تابع ‏ که مجموعه‌ای از زوجهای مر تب 
است؛» بامقدار آن درزه یعنی (عر) فرق دادد. 

هر گاه. ] مك تایم باشد » موفه دوم هر زوج مرتب در ] بطود یگانه‌ای از روی 
مولفه اول آن زوج مرتب مشخص می‌شود و بدین‌تر تیب از دوی [ قسانون یا دستوری بدست 
می آید که به كمك آن می‌توان به هر عضو ع از ۶(] يك و تنها يك عضو ۷ متعاق بسه م1 متناظر 
ساعت به‌فسی که ]۷(2 و ). به عکس هر گاه دستور یا قانونی داشته باشیم که به هر عضو 
از يك زیر مجموعهٌ ۸ يك و تنها يبك عضو ۷28 دا نسبت دهد» مجموعیه همه زوجهای 
مرتب (۷ و ) که به اين ترتیب حاصل می‌شود تابعی از ۸ به 1 نامیده می‌شود از ایسن رو 
معمولا برای مشخص کردن تابع‌دامنهة آن و قانون یا دستور د! می‌دهند» و اگر دامنه داده نشود 
باید آن دا بزد گترین زیر مجموعه‌ای از مجموعاةً مرجع (مورد بحث) اختبار کرد که آن قانون 
رای ای تمرم ی نت 

" ملثال ۱:تابم ] به شکل زیر داده شده است: 

(۳ + ۳۶ - از و دهع و آ((۷ و 16 ِ<] 

تابع ]دا به شکل زوجهای مرتب بنویسید ( ۷[ مجموعةً اعداد طبیعی است.) 

حل: ((۳ و ۴) و (ه د۳) و تن < 1 

مثال ۲: دامنةً تعریف تابع زیر دا مشخص کنید: 

۱-۱ ۷ < ل( و )1 


جواب: دامنةٌ تعریف آن چنین است : 
[ه ۱-۲ رام( 
۱ یک ۱ - ۳۹ ه ۲2 - ۱ 
[۱ و ۱ ] عه ء(1 


‌ ۳ . 3 ۲ 
مثال ۳ : دامن تعریف تابع ] را که به ولا دک (0) 3 -مشخص شده 


است قعیین کنید: 
جواب: دامنةٌ تعریف آن جنین است: 
۲۱ و 0 1 عد م([ 
تذ کر: گاهی به‌جای آ نکه بگویند دامنةٌ تعر یف 1 بع ] مج‌وعهً 0 لد و 2] --م(1 است 


می کو یند تایع ] روی ] مه + و 3] <ء(] معین است. 


۴-۱- مشخص کردن دك تابع 


هر تابع بادامنة تعریف و مقداد آن بازاء هريك از اعضاء دامن تعریفش مشخص مي‌شود 
معمو لا تابع را به‌شکلهای مختلف مشخهی می کنند, 

القات وقتی که عده اعضاء دامنه تعریف کم باشلد مي‌توآن ۳ بح را بو سیله 40 جدول تعر یف 
کرد برای این کار عضوهای دامنهة تعریف را بر يك سطر ومقأدیر متناظر تابح را زیر آن می و یسم » 


بعمی بازاء هر 2 از دامنهة تعر یف» مقد ار تایح را در 2 برسطر ذیرین می‌دو پسیم . 


ان ۷ 6 7 ۷۲ ۵ کج 
۷ ۲ ۷۲۰ ۷ (1)6] 


تابع ((۲ دع) و (۲ و ج) و (۱د ۷۲)) -<1 دا مشخص می کند. 

ب- طریقه کل مشخص کردن تابع اینستکه: 

اولا: دامنةً تعریف تابع را معلوم می کنند. 

ثانیاً ؛ ضا بطه‌ای برای تعیین مقدار تابع بازاء هرعضو دامنة تمریفش به دست می‌دهند. 

(البته باید این ضا بطه جنان باشد که بازاء هرعضو دامنهٌ تعریف يك وتنها يك مقدار برای 
تایع بدست دهد) بنا براین ضابطهً تعر یف تایع فرمولی اس ت که مقدار تا بع را یر <سب ‏ به دست 
می‌دهد» ومعمو لا آنرا ب‌صورت (1)8 < ۷ نمایش می‌دهند. 

مثلا : ضابطةهٌ ۲ 4 ۳ ح ۷ و 2 تابءی در +1 تعریف می کند و هنز این تسابع دا 
؟ بنامیم مقداد تابع ۲۷۲ - ()] بوده و تابح به صورت زیرمشخص می ردد, 

۳+۲ دع:(ر وع)) 1 


۳ 


۳ 2 
خاه ی تابع ] بر *1 با ضابطة متسر 


گِ 7 ()] دا به صورت‌زیرهم نمایش»ی‌دهند؛ 


بل ری ۲ 
70 - (۶)] ۳ ۲ +2 


جس بسیاری از توابع هستند که ضا بط آنها با فره‌ول قا بل بیان نیست و ناجار آنها را 
بوسیله جدول نمایش می‌دهند. 


مثلاء اکر ۲ و ۴ و ۱/۵ و ۳۲,۳ ۸ تایع ] بر ۸ با ضا بطة 7 چزع صحییح () 


به صو رت ردیر مشخص م ی‌شو د, 


ِِ ۱ ۷۷ ۰۱ 
1)6( < | ۴ ۱ 9 ۲ 


۳ گاهی معقدار یگ تایع در سر اسر دامس4 تعر بفش با يگ ضادطه مشخص نمی‌شود تاجار 


با ید آثر ا پا چند ضابطه مشخص دمود ( به اینکو نه توابعء تابع باچند ضا بمله می گو یند). 
مثلا اک ار دامنهٌ نعر پف تابع ] دارای دو زیر مجموعهٌ جب بل |[ از هم .۸ و ۸ باشد به 
طوری که 1 «ظ ث و مقادیر تابع بر ۸ با يكث ضا بطه دبر ۸ با ضا بطهُ دیگر مشحخص 


شو ول آن ر۱ به صوزت زیر عرضه می کنند. 
24۵ و (۲۶ 
()] 
2۵۷ د (؟ 
مانند تابع در [۲ و ۲ - ]<< ۸ که به‌صورت زیر تعریف شده است. 
]ات و ۷ب ]جر ۲ ول 
۱1 و 7-۱ ]2 :۰ ۲۸ (8)] 
[۲ و ۱[ ۰ ۲+۲ - 


که شکل آن به صورت زیر است : 


مثال: تابع ] بر باضا بطه ۲(۲ + )۷ 4 ۷۲ < (2)] مر یف شده است ۰ ایسن 
تابع دا به صورت تابع با چند ضا بطه بنویسید. 


حل: ۲۱ + و + سک( +6 ۷+ ۷/۲ عد ()؟ 
وه + ۰ ۲ ما و 
بِ ۱ 
1-۳ 
۳ + ت + 
1 - - ۴ 


/ "۹ 
۲ ۷ سرام ۱ + | 
۱ ۱ 


2 ۳ ۲ 


۱ 


۱ 
بر ۲ ۲ ۷۲۲۲ (5)] 


۲ > 4 ۲ سس ۲۷ مت 
کیک ۷ سم ۲ ()] 
۰ <ر 6 ۲ ۲ ۲۷2 


۵-۱- تابع عددی با متغیر حقیقی با تابع حقیفی 
هر گاه دامنه و برد تأبعی ویر مجموعه‌هائی از +1 بعنی مجموعهٌ اعداذ حقیقی؛ باشند آنگاه 
آن تابع دا يك تابع عددی با متغیر حقیقی يا تابع حقیقی می‌نأمند دراین کتاب اغلب سروکاره‌ان 


با توابع حقیقی است» وهرجا عبادت» تابع («)] < با بکاررفتم » منظور تابع ] به چ با ضابطة 
تعریف (1)6 > ز می‌باشد. 


۶-۱ ثابع حزء صحیح 
هر عدد حفیقی دا می‌توان مجموع يك عدد درست 1 ویکعدد حقیقی مثبت 0 که بین صفر 
ويك می‌باشد فرض‌گرفت (درحالت خاص همکن است 9 مساوی صفر باشد). 


مثلاء در عدد ۷۵ ۲ دادیم ۲عدع و ۰,۷۵ع و 
ودر عدد ۳ داریم ۳ سس ع (] و ۷ ه عد 
۲ ۲ 
و در عد ِ دار ؛ 10 و مس 
ر عدد 2 یم ۵ ۱ ۰ 


بطور کلی برای هر علد حقیفی »ز داریم: 

)۱( > و دود 132202 و ([ع۷ 

۰11 کر عدد دزرست نا پزر کتر از »د» را جز ء صحیح نامیده و آن زا با ماد [2] 
با (12)2 نمایش می‌دهند با توجه به (۱) دادیم: - 


وک هه و وا 3 وا ۷ 
[] ح< ()۳ جسه ۱دک > 17 مت 2 ۷:6۲ 


مثال: | گر ۴ - < و باشد [یو] دا بدست آورید. 

حل: چون ۱ > ۱/۴ > ۲ - است طبق تعریف ۲ - ع [۱/۲-] میگردد. 

مثال؛ ا گر > > ۳ باشد [ع] را بدست آورید. ۱ 

حل؛ اگر 17 [] بگيريم با توجه به تعریف بالا باید داشته باشیم >> و 
جون ۲۴ > است ۴ > خواهد بود اما بزد گترین عدد دزستی که از چهار کوچکتر باشد 
۳ 1 است یعنی ۳ < [ 5] 

از نظر تابعی» تابع حفیقی ] از 1 به ۸ داکه به صورت 1 ] << ()۲ تعریف شده است 
میج نی اه جس و : ۲ 


۶ 
:15 و 222 [5] بت > 
نموداد این تایع درفاصله ]۳ و ۱--] به صورت زیر است. 


()] ع (م) ۲ 1 


نتایج بهدست آمده از تعریف عبار تست: 


اِ- ۱ ۱ )>> () ۳ ۷ 
5 >( - > 5 ۷2 
۲ > ()>۱ - و 24) ۸ 
رک ۱- (۳ - < (-)]چته ,587 : الف 
()۳ - ع (-)آچته2ع : ب 

4 اگر 0 


الب رم 9 


در شیجه 


,۸ اگر ِ- 
۵- اگر 0 و 0 دو عدد صحیح باشند داریم: 

۵ د (002) 7 جه. ۱ + 1201:>10 پک 10 
۶ پرای هرعدد حقیقی ز و هر عدد درست ۲ دادیم: 
(<)12 ع (-4- )۳ 


۷-٩‏ تساوی د9 تابع 
شرط لازم وکافی برای آنکه دو تابع ]و ع با هم ساوی »فا آن اج 5: 
اولا: دامنه‌های تعر یف دو تا یح بر ابرباشند. یعنی: چ([ <ء( 1‏ 
تا نا : بازاع هرت از دامنة تعر یف مشتر لد مقدار دوتایع برابرباشند. بعنی: ()2 « (1)5. 


مثلا دو تابع حفقی ] و ع که به‌صورت: 
۴ 
مت ۷ سس بت ۴ 
۱ ۱ ۱ 0۲-۱ ع< () 8 1-9 () 
تعریف شده‌اند با هم برابرند ولی توابع حقیقی 19 و ع1 که به صورت: 
۱ ۲ 
۱- ۲ ع< (16)5 ام ()ظ 


تعریف شده‌اند باهم مساوی نیستند ژیرا صفر در دامنة »1 قراد دارد در حالی کسه متعلق به 
دامنهةٌ 9 نیست. البته اک دامنةً ع1 دا همه عددهای حقیقی مخالف صفر فرض کنیم: آن وقت 
< ظ. ۱ 


تمرین 


۱- رابطه ؟ در 1 با گزاره‌نمای ۲ +۳4 - ۲ < ۷ تعریف شده است. آیأ این دابطه 


۲- رابطه ] در +[ با گز اره نمای ٩‏ عد ۲-۷۲ تعریف شده است. آیااین رابطه تابع 
است؟ 


۳ آیا رابطه زیر يك تایع است! با چه تغییراتی می‌توان آنرا به‌يك تابع تبدیل نمود. 


(۳۶۲ 3-۷۱۲ )2 (1)(6 جلٌ رو [۷۲- 2]۲ 


۴ آیا رابطهٌ زیر يك‌تایم است ٩‏ 

۷۱-۲ ع (0؟ ج یوجر 
۵- تساوی هد ۱ - ۷۲ + بویز۲ - ارو دستورهاثی برای دو تابع به دست می‌دهد بآنها 

را از هم جدا کنید و دامنة ی 

۶ ۱+ + [ک > (62] تعریف شده این تابع دا 


و و 
به صو رت تابع با چند ضا بطه بنویسید.سپس نموداد تابع دا زسم کنید. 
۷- دامنة تعریف هر يك از توابع ذیر را معین کنید. 


هت (0] جأم 1 


۱ ۴ 
مسر - (1)7 < رو ۲ 


۷-۳ ()] رو 2 
چی س 7 - ()] جلم د +12 


- 1 
9 ()]1 جسصور و ]2 


۳ ۲+ ور لا 0-۳۲ لا (0] جر و جع 
1 
(۱ »)6 اس( ۲ ) اح (عد)] جس بر و ]6 


رو جر وجاکر 
۲ 


۸س مجموعةً ك- و و وه ]۸ و تیمهای ۶و و بر ۵ با ضابطه‌های 


۲ 
0 60 2 ()()] و (7- )سس ۲ < (»د)ع مفروضند آيا دوتاسع ؟ و و مساویند؟ 


4 توابع 1و ع بر +1 با ضابطه‌های زیر مفروضند تعیین کنید کداميك از اين دو تا بع با 


هم برابررند. 
۱ (80 
(۱- )5 ۷ ()ع 
سم - 2 
۰ 2 () 8 


۰ نموداز توابع زیر را رسم کنیك, 
عدد درست ع< ۲ 


عدد درست < در 
> 


۶ ٩ 


-- 10 () 
ول زا رو 6 


سم < («)؟ (۳) 


> - || 


۲ 
و ۰ 


]2 (۲6 )۴( 
ا گر 
ار 9 


ار ۲+ - : 
< (6)] : ب 
۳۶ 0 


۲۶ ۲ 


۱ < ()] : الف 


۱ تابع ‏ از 12 به 2 باضابطةٌ ۱--[]۲ < (ع:)] تعریف شده است نموداد آثرا دد 


فاصله ]۲ و ۲ - ] رسم کنید. 


۲" تابع ۲ در 1 با ضابطه [] - ۲ ح ()] تعریف شده است تمودار هندسیآنر ا 


در فاصله ]۲ و ۲ -] رسم کنید. 


۳ تابع ] از 1 به 22 باضابطة [۲د] ع< (د)؟ دا درفاصله ]۲ و ۲-] دسم کنید. 
۴۲- تابع ] از +1 به 2 با ضابطهٌ [»ز۲ ] عد ()1 دا ددفاصله ]۱ و ۱--] رسم کنید. 
۵- تابع ؟ از 1٩‏ به 1٩‏ باضا بطه [یر]-۲عدع (عر)] را درفاصله ]۲ و ۱ ] رسم کنید. 
۶- تعیین کنید کداميك از نمودار‌های صفحٌ بعد نمودار يك تابع و کداميك نموداد يك 


مس نج مج مه ی چا 


۸-۱ چند نوع تابی 
]_ تابع يك به يك س فرض کنید که ] تابعی از ۸۵ به 13 باشد. ؟ دا يك به يك گویيم. 
اگر: جرج (,)1 <<( و 1(۶ع: د ,۷ 
مثلا تابع ] در ٩‏ که باضابطة ۱ - ۳ - (0] تعریف شده است. يك به يك است زیرا: 
ربعت (عرحچشت ۱ س زد ۱ س آ عحجت ( ,6( (۱ 1026 و (61,ر و ,۷ 
ولی تابع چ در 15 که با ضابطة ۱- زج ()ع تعریف شده است بسك به يك نیست 
زیراء ۱ 
و اج )رد ا سود ۲۲-۱ ,یرس( ,»)8 ع (,)8 و ولگ :۷ 
از روی نمودادتابع می‌توان يك به يك بودن آن دا بررسی کرد بدین طریق که ا گر نعط 
انقی به‌معاد له : 212 د با نموداد تأبع را فعقط در يك نقطه قطع کند تدایع يك به یلك است در 
غیر این صورت يك‌به‌يك نیست. 


3-1 بر -(م) ۲ 


۷-۵ 


دربالاء نموداد تابع ] نشان می‌دهد که تابح ] يك به يك است و نموداد تابع و نشان 
می‌دهد که تابع ج يك به يك ثیست. 

تابع يك به يك دا می‌توان به صودت: 

و (۷»,۲ نیز تعریف کرد. (چر!؟) 

[1- تابع پوششی - تابع ] از۸ به 3[ داپوششی گویند هر گاه 13 13 باشد. به‌عبارت 
دیگر به اذای هر ۷7 عضوی مانند ([ع وجرد داشته باشد به قسمی که (»«)] > ۷. 

مثلا تابع 1 از 8 در[ با ضابطهٌ ۱ +4 ۲ ۷ پوششی است. ذیرا دامنة تعر یف +1 -< م12 


ده وت با ۳ 
و برد تابع << م +1 بوده و دادیم ۱ - 1 یز که بازاء هر بای متعلق به‌بر د تا بع‌یعنی تت 


۱ 


تابع عپوشفی نیست. ولی تابع ع از به ] + و ] با ضابطة ۱ - ۳ (ع 


لاافل يكزی متعلق ب‌دامنه تعریت تابع یی 21 به دست می آید که ۱ ۳ < ۷ باشد. 
ولی تابع و از چ به 5[ با ضایطه ۱ برع (د)ه پسوششی نیست. ذیرا دامتةٌ تعریف 
تابع 1 1 و برد تابع مجموعة ۲ + و ۱- ] ع< ی 13 است که با مجمو عة اعداد حفیقی 
8 برابر ثیست و از طرفی ۱ + ل/1 ع ع بر است. و به ازاء ۲8 - رو ی تلی به 
دامنة عریف پیدا نمی‌شود که در ۱ - آع ز صدق کند. چنانچه تابیع ] از ۸ به 8 پوششی 
باشد. از هر نقطه بعرض 3و بو عط افتی رسم کنیم این عط نمودار تایع را اقل در يك نقطه 


قطم می کند. 


۳ : و جح : ۶ 
اح 1 لاچسس ول : عم 0 2 اج( : ] 


۷-0 


مودار تابم ] نشان می‌دهد که تابع ] پوششی است و نمودار تابع ع نشان می‌دهد که 


پوششی 


است زیر ا برد تایع + و ۱< ]< +1 است. 


11 اي هکنو) - اگر ۵ زیرمجموعة 15 ؟ تاببی از ۸ به 5 باشد گوئيم. 
الف- تایع ؟ روی ثر اکیداً صعودی است اگر؛ 
ها 
سب تابع ؟ دوی ۸ اکیداً تزولی است اگر: 
()1 ()] اک یر هع و۷ 
ج- تابع ] ددی ۸ اکیداً یکنواست هر گاه: اکیداً صعودی یا کدا نزولی باشد. 
مثلا : تایع ] در 12 باضابطه 2۳ ()] اکیداً صعودی است . 


ز پر اء 
۵ یک یز ۷۲ 


درنتیجه می‌توان گفت تابع 1 در ۲[ اکیداً یکنو است. 
هت تابع ؟ دوی ۸ صعودی است اگر: 


(() > () اح > بک و 2۱6/۸ و ۷2 
"۳ تابع ] روی ۸ نزو لی است اکر؛ 
(ع 2 () کت دود 6۸ ,۷ 


و - تابع ]روی ۸۵ یکئو است هر گاه: ]1 دوی ۸ صعودی يا نزولی باشد. 
مثلا" : تابع ع در 1 با ضابطة 


" > > ۰ 


(*80 
2۱ ( سارت 
نزولی است ولی اکیداً نزولی نیست . ذیرا هسرچه باشد ,ید و ,در کوچکتر از صفر يا 
یزد گثر از يك داریم: 
() ار( )رکب( 
و اما بازاع هس زو ۱ دب دادیم 


۱ 22 0 >, 2 ۱ 0ج‎  1)(0( 2 * 


پس تاب و دوی 1 نزو لی است ولی اکیداً تزولی نیست ددلتیجه مسی‌توان گفت تابع 
ع دوی م(] یکتواست ولسی اکیداً یکنوا نیست‌برای تعیین فواصل یکنوانی تابع ازفضیه دیر 
استفاده می کنند. 

قضیه تابع ؟ درهر فاصله‌ای که مشتق آن یعنی ۲ مثبت باشد (مگر احیاناً درتعداد با 
پایانی نقطه صفر شود) صعودی و ددهر فاصله‌ای که مشتق آن منفی باشد (مگر در تعداد با پایانی 
نقطه صفرشود) نزو لی و در هرفاصله‌ای که مشتق آن برابرصفر باشد. مقداری ثابت است. 

قضیه ‏ اگر تابع ] اکیداً یکنوا باشد آنگاه ] يك به يك است. 

۷ قابع قابت ‏ فرض کنید که 6 عدد حقیقی و ثابت باشد تابع ۶ از 8 به را 
که به صورت 6 ()] تعر یف شده است تایح ثابت می‌نامند. واضح است که ۶ نه يك به يك 
است و نه پوششی نموداد این تابع حعطی موازی محور » هاست. 


۱۳ 


۷- تابی همانی - تابمی‌مانند ۶ از ۸ به ۵ دا که برای هر‌۵عد به‌صودت ‏ <(:)) ۱ 
تعر بف شده است؛ تابع همانی دوی ۸ می‌نامند مثلا تأبع 


((۲ و ۲) و (۱ و ۱) و (ه و )4 << ۶ 

باك تایع همانی دی مجموعة (۲ و ۱ و ه) یر است. 
معمولا تابع همانی ی ددی مجموعه‌ای مانند ۵ دا به م1 نشان می‌دهند. . تابع همانی‌دوی 9 
تایعی است مسانند ۶ ار ۲ به 1[ که برای هر 6 به صورت و 


نموداد این تابی تممساز تاحیه اول وسوم است. 


< ()۲ مر یف شده است 


1- تابع زوج 9 تابع فرد - الف- تابع دا زو جگویند» هر گاه: 

اولا: برای هر م10 داشته‌باشيم : م2210 - 

ثانیا: برای هر »(21 یر داشته‌باشیم: (02] عد (ع- )]. 

تابعهائی که بوسیله‌دستورهای۱ - 2 لا و 206055 ۷ و نیز - ۷ تعریف شده‌اند 
تموئه‌هائی از تابح دوح هستنل. 


نبودار هندسی تابع‌زدح سبت به‌محور ۷ها تفارن‌دارد . 


ب. تابع ] را فرد گو یند هر گاه: 


اولاء برای هر »(]ع»ر داشته باشیم : 2-7 - 
بر ای‌هرع12ع برد اشته باشیم: (-)]- ع (] 


2 
تابمهایز - ۳ زیزوزو + مر 2 از» نمونه‌هاثی‌ازنابمهای فردهستند. 


۱۴ 


نموداد هندسی تابع فرد نسیت به مبداه مختصات نقادن دارد. 


مور استفاده: معمو لا در ر سم نمو دار يك نابع» از روج وفرد بودن تابع ورخحاصیت تقادن 
استفاده نموده ابتدا قسمتی اذ نموداد تابع را می کشند وبعد قرینه آن دا نسبت به محورنوها یا 
میداع مختصات رسم می کنند. 
[۷1- تابع متناوب - تابع ] در با دامنة تعریف م(] را يك تا بح‌متناوب گویند. وقنی 
که کوچکترین عدد مثبتی مانند ه-]" ودجود داشته باشد به‌قسمی که: 
اولا؛ برای هر 12 داشته باشیم ۶( + ) 
ثانیاً : (1)۶ع (1 1+۳ ۰ ۷۶ 
مثال ۱- ثابت کنید دورة نناوب تابع با ضا بطهٌ ]1 ۲ وه ع ()] برابر 7 ع< [" است. 
حل: 1و اگر مدای آنگاه ,1( +) است. و داریم: 
 ])(‏ ۲ 9۰ عد (۲۲ + ۲)و ع (۲۲ )۲ هه عد (7 + 05] 
مثال ۲ ثابت کنید دورة تذاوب تابع با ضابطه ()۲] س بر ()] برایر يك است. 
حل۰ اولا: م1 بوده و اگر (] باشد آنگاه ء(۱(۲ + ر) است. 
انیا 
(10 د (ع) تست رت ۱ (د)   ۱‏ ع (۱ ۲ )نس مزع (۱ ۲ >()] 
مثال ۳ تابم با ضا بطةً >ز۳ومی عد ()] متناوب است دور؛ تناوب آثرا بیا یید. 


1 2 تناوب تابم باشد باید داشته باشیم: 
داشته باشیم (1- (7 + ») 


۵00۳) ۲ 1( 2 
۳۷7 


۳7 


رن ۳7 
بطور کلی دور تنادب‌تایح 25 جاه ع ()؟ د وم ع (] > م1 و دورة تتاوب ‏ 


تابع دوواد (100 و هوامه > (10 > 2 - 3 است. 


1۵ 


مثال ۴ دورة تناوب تا بع ۶و + ۴ عد ۷ را تعیین کنید. 


۱ ۱ 7 
1[ دورة تناوب ۳1 ویو عباز تست از ؛ << ۴ 2 ۲" 
۶ ۰ 17 
1 دوره تناوب زعومم عبار نست‌از: ۶ ۲7 < 1 
۱ ۱ ۳7 ۳7 
اکر د ,3 را متحدالمخرح کنیم می‌شود -مع ,1 و - 1 د چون کوچکترین 


۲ ۳ 7 ۷ // 
محر تب مستر لد ۳ و ۲ بر ابر ۶ دا که ٩‏ ۳ج تن ۳ ۶ [یعنی 


دورة تناوب تابع فوف 7 ] می‌باشد, 
۱ ۱ ۳۲ 
هثال ۵- دورءتناوت تایع و + 7 ۷ را تعیین کنید . دور -تناوب تسایع 


۱ ۱ ۲ 
ی بر ابر است با؛۱۲7 : ۲7ج ,[ و دور تناوب تابع > 0 برابراست‌با : 


۲ 


7 هن : 2۷7 ,]" چسون کسوچکترین مضرب مشترك بین ۱۲ و ۳ عبارت است از ۱۲ 


پس ۱۲۶ << 7 < ۱۲ -< [" 


مورد استفاده : برای دسم منحنی(0)) نمایش تا بع مثلئاتی متناوب(2)؟- بو ابتدا منحنی 

(,) ) نمایش مد کور دابوسیله جدول تغییرات آن‌در یکی از فاصله‌های تناوب مثلا (]"+ ج «۵) 
له 

رسم نموده سپس منحنی‌حاصل دا به‌اندازه بردار ۷ موازی محوریرها که اندازه جبری آن روی 
محوریرها [16(1 عددی درست است) می‌باشد انتقال می‌دهیم هرگاه به 1 اعداد درست بدهیم و _ 
عمل دا ادامه دهیم منحنی (4) نمایش تابع رسم مي‌شود. 

مثلا | گر (بنه) نمایش تابع نو لا در فاصلةً [۲7 و ه] (شکل بعد) و ]۷[ نقطه‌ای از 
آن به مختصات ,817 6 پاش هر گاه نقطهٌ 1۷ رایه‌اندازة پرداد 7 مسوازی محور که 
انداز جبری آن ۲67 (درشکل اندازهُ جبری برداد ۲167 دا ۷۲7 اختیار کسرده‌ايم) مسی باشد 
انتقال دهیم نقطهُ ( ,۰۷ ,) ,]1۷ بدست می‌آید. 


داریم : 
7 ,۲ رک 
 ۲۲( ۶‏ , 5) ۵ 90 ت , لاد ,لا 
۴ 


(: ما آی فا 


و چون مختصات 1۷ در معادلهٌ < ۷[ صدق می کند پس ,]1۷ متعلق به نمودار است. 
همچنین تابع (11)2 - < (5)] بك نایم متناوب با دود تناوب ۱ عد ]" است زیر| 
۱ ()۳ < (۱ + ۳05 از اين رو کافی است که آن را در فاصله ]۱ و ۰] بررسی کنیم. ‏ 


بر ای ]۱ د ه]عر دادیم < ()1 و از آنجا نمودارنمایش تابع مطابق شکل زیر است. 


7۸ 


(«)ع- + ()۶ 


۱۲ 


تمرین 
۱ دورة تتاوب هريك از توابع زیر دا بدست آورید. 
۲ ۳۹ ۶ ۰ بلس 
۲ 08 ۳ 5 ب << ()1 * 
و 
خی و۵۵8 - کل وا عد (5د) ب 
1 ۱ 
ره ۲ ۲۲ «نو ع (5؟ ۶ ج 
۱ 
( ۲۱۲۲/۲ < (۳)؟ : 


7 
( + ۲) و ع ()۰1 ه 
۲- تعیین کنید کداميك از توابع زیر زوح و کدام يك فردند. 
۱-۲ ۷ او اعد رز تالف 


۱ ۷۲ س گورع لو :زب 


۶ زع< ۷ : ج 
۷۲-۲ و : د 
»۲ ۲ 
۷ : و 
[ ۷ ]+[ -] 
ح‌ __ ۰ 
۱ ۱ 
ی ۱ 
ی 
۷ ۳ 1 


۳ 5 تک 
۲- تابع ([ع]سع اک ا(و) چت و :که در آن [یر] قسمت محیح » را 
نمایش می‌دهد مفروض امست : تا بت کنید دو رهنتا وب تا بع ۲ حت ][" است ۰ 


۱۸ 


4-0- چند عمل روی توابع حقیقی 
]۲ مجموع . تفاضل . حاصاذرب ؛ خارج قسمت دوتابع فرض کنید ] وچ توابمی‌حقیقی 
با دامنه‌های م(] و «] باشند به‌کمك آنها می‌توان توابع‌جدیدی که با : 
۱ ۰ 
+1 و ع -] و 1.6 و 
نشان داده میشو ند ساخت‌که‌آنها دا به ترتیب مجموع » تفاضل حاصلضرب و خسارج قسمت 
] و ع می‌نامند.دامنةتوابع و +۲ و ع-1 و و مقطع دامنه‌های ؟ و ع یینی ([(]ء([است 


1 
ود امه ۳ عبارت است‌از: 


(ه ‏ ()ع اون[ - و(1(:)۱1 


این توابع توسط دستورهای زیر تعریف میشوند: 


1۶ 21 ۷ ()2 + ()] د ()(ع + ۲) 
و(1) :۷1 (202 - ()] عد (۸)(ع --۲) 
ء2[()11 ۷ ()2 ۰ ()1 ع- ()(2 ِ 
1 
(۰- (۵0 | ,0 - 2 0 ,۷:۳ و( () 


مثال: فرض‌کنید ۷-۱ عد («)] و ۷۲-۲ < ()2 باشد . توابع ع +۲ ۳ 
1 ۱ 
وت را پسازید, 
حل: آ همم + و ]هد وچ اس رم (] 
(۲ و 60۵ تج و وت ۲ ور[ 
بنابراین دامن تعربف ود ] و ع- ]و ع,] عبار تست از؛ 
[۲و۱] 1[ ۲۷و0۵ - [۱] ]مه + و ۱ | و(1(:)11 


ودام‌نه تعر یف برایر است با: 


۲ و ۱]-< ۲۱ --[۲ و۱]< ۲ ()ع | و۱52۲ - :(۱]۲]] 


دز دیحه: 
[۲ 2 6۱۱ ۱۷۲۲ 1 (۸)(ع -+) 
1و 2۱ (- ۱()۲-- )۷ > ()(ع.1) 
]5۱ 2 


[[- ثر کیب دو تابع فرض کید ] و ع توابعی حقیقی با دامنه‌های م12 و »1 و بردهای 
+1 و 1 باشنل, منظور از کد کسته ] وم که‌آن را باع0] (بخوانید ۲ 1 2 با 1 دایره 8( نشان 
مید‌هند تابمی است کهد امنه تعریف ِ 
(1ع(*)2 | و۲۲2۸ < وم:2] 
و بصورت دیر تعریف میشود: 
عمط( د [(1]80*0 2 ()(1082) 
تابع 08 را يك تأیع مر کب ی تایع تابع نیز می‌نأمند شکل دز تر کیب دو تابع ] د 
را در سحالت ۳ و صیف می کند: 


منال ۱توابع 1و 8 در +[ به‌صورت ۱ در (<)1 و سس ۲ حه ()2 تعر یف شده ان 
بدون محاسیه ع0؟ و 01ع دامنهة تعریک آنها دا بدست آودید سپس 08 و ]80 زامحاسبه 


کش 

حل: دادیم ع ول ۱ چر<م([ 
(۲ع(۲] ۲ 112 -< ومو(1 

بنا بر این: 
(مه + و ۱- ]2 ۷+۱6 ۱۱ حرر) < ءمو(] 
20(21,۱ | ودع) < وم ([ 
[۳و مه - ) ع ۱ جر ۱۲| 121 < ونم (1 

وهمچنین: 


(م + و ۱- ]۷۲ ۲-۷۱ (0]- ۲ [(100]ع < 20100 
1۳ ۱( 1/۲ ۱+ (ع)ع ۷ [(1]80- (1082)2 
۳1 و 0 -) ۷ 


۲۰ 


توجه» از این‌مثال دیده میشود که درحالت کلی لازم نبست داشته باشیم: 801 < ع10. . 
در اين مثال نه تنها دامنه‌های ج0] و ]50 برابر نیستنده بلکه حتی مقادیر ع0؟ د ]20 
روی مقطع دامنه‌ها یشان یعنی [۳ و ۱- ] نیز مساوی نیستند. اين نشان میدهد که عمل تر کیب‌دو 
تابع روی مجموعة توابع يك‌عمل جابجائی نیست. 
مثال ۲: تایبهای ۳-۱ ()] و ۱ + ۲ < (ر)8 و ۲ + »ره < ()0] داده‌شده‌اند. 
مطلوب است تعیین‌تابع‌های مر کب: (130)801 و 08(0۴:) آا اين دوتابع مساوی‌اند؟ 
حل- دامنه‌های همةٌ توابع مجموعهٌ 4[ است و داریم: 
(2)8 عد ۱ - »۶ عه ۱ + (۲۱- ۲)۳ < [(8]1 ع< ()(201) 
۳- ۴۰۱ ۷ + (۱- )۵ عد [(0]2)10 - (۵)801(()۶ظ) 
۷ ۱۰ ۲+ (۱ + ۵)۲ ع< [(*)8)ظ > ()(008) 
۳۰۵-۳ ۷ (۱ ۰ ۱۰۳ عد [()6] 2 (206(0۵) < (02(0()۶ظ)) 
پس (10)808 و 008(0۲) با یکدیگر مساوی‌اند. 


۱۰-۱ -تابع موس 
ا گر تابع 1 ۳ دامنه تعر رف 0 و برد 1۶ يك به یگ و بوششی باشد. 


اولاء باذاء هر :([1 يك و تنها يك م1 وجود دادد بقسمی که 1( و ) است. 
انیً؛ بازاء هر 2۶[ يك و تنها يك م(1)ر وجود دادد بقسمی که ۱( و۲) است. 
حال !گر رابطهٌ : 
۶ 1 - ۷(6۲۱ 2 | (۶ 2 10 -<ع8 
را درنار بگیر یم این دابطه بنابررقسمت ثانیا تا بجع را تعر یف می کند که دامنةً تعریف آن برد 
۲ و برد آن دامنةٌ تعریف ] است این تابسع ع دا تابع معکوس ] می وانند و آنرا به ۱-] 


نمایش می‌دهند , بنا بر این ۱ 


(۱0۲-] < جب(۳) 1 ۷ 


۳1 


توجه. 

۱ اگر ۲-۱ معکوس ] باشد ] هم میکوس ۱-؟ خواهد بود. 

۲- معکوس تاپمی که يك به‌يك نباشد تمریف نشده است. 

قضیه اساسی- يك تابح پیوسته‌و اکیدا یکنوا دوی [و دج] معکوس‌پذیر است. 

(اين قضیه را بدون‌اثبات می‌پذيريم.) 

بنابراین طبق قضیه فوق اگر تابم ] در فاصله [وا و 2] پیوسته ویکنوا باشد (یعنی دراین 


فاصله شمو از ه تبعو دی با همو ار ه نزو لي‌باشد ] تابع معکوس دارد.) 


برای بدست آوردن دستود ۶-۱ (معکوس تایعژ)» ازدستور ()] د 1 مقدار ‏ را برحسب 


ال تعیین می کنیم تا (/()7۱] ع عر به دست‌آید در تابع اخبر ل متفیر مستقل و متغیر تابع است 
وچون معمولا ‏ را متغیر مستقل و۷ دا متغیر تابسع می گیر ند جای / و بر دا عوض مي کنیم تا 
()۱- << ز به‌دست آید. 


کند: 


دار د. 


مثال ۱- تابع ۲۶-۳ ()1ح لو مفروض است. هسرگاه ز دز فاصلنه [۳ و ه] تغییر 


! لفی: تابع معکوس تابع ] را تعیین و دامنه تمرف و برد آ نرا بد.ست آور ید. 
ت: تمودار دوتابع را دريك دستگاه مختصات زسم کننك.: 


حل: چون <ر ۲ (:1")1ع< "۷ مثبت است ] تا بمی است صعوردی و بو ستان پس معکوس 


و حون (۳ و ه]عت (1 
بس دادیم: [ ۲و۴ - خد [(1)۳ ‌ (1)6]عه 1 
ار 4+۴ ۲ حد ۷ ؛ بر را برحسب از حساب می کنیم. ۱ 


( متفیر مستفل و متغیر تابع) ۲ + مه بز 


۰ ک 
و با تعویض 5 و ۷ (۱)8 21 را 


معکو س تابح ] بدست می آ بد.. دامند و پرد ۱-] پرا بر اصت با 
[۲ و ۴- ]2 154 _م([ 


[۳ ۶ ۲۰ < م([ ح ,مگ 


در نمودار زیر دونقطه (۲ و ۳) 8 و (۴- و ه) از خط اول و دو نقطه متناظر آنها 


(م و ۲( و (ه و ۴-) ۸ از حط دوم اختبار شدء‌اند : 


؟۳ 


]- خواص‌تابع‌معکوس- الف: ۱-یکنوا است. یعنیا گر]صعودی باشد ۱- هم صعودی است 
وا کر ]نزولی باشد ۱-هم نزو لی‌است. بطور کلی‌جهت تغییر ات 1-۱ همان‌جهت تغییر ات ] است , 
ب؛ 1۱ پیوسته است. 
ج: ترکیب دو تابع ۶ و ۶-۱ يك تابع همانی است: 
پا توجه ب‌طر ح زیر دادیم: ره و مک ۲ ()۱-]جد [(1-۱]1)2 2 ()1-۱01 
پق ایس تست تا 


ام _ 


(رو ر م)][ تابع همانی فاصله [وا و ج] است) و بهمین تریب: 


(()۶ و (و)6]] عد ۷ (1)2< [(1]1-۱< (1017-۱0۷ 
( زرهع د (هآ تابع همانی فاصله . [(100 د (162] است ) 


1 - نمودار تابع معکوس - اگر (ت)) منحنی نمایش تابع حقیقی] در دستگاه محورهای 
مختصات متعامد باشد. بنا برهم ارزی : (۲-۱ << جهه. («)1- ۷ 


منحنی (2)) باتعویض نفش ‏ و ۷ (۷ متغیر د ینابم آن) نموداد هندسی تابع ۱-آنیزهست 
برای آنکه به‌طرز نمایش معمولی بر گردیم‌کافی است 1 و ۷ دا بحالت اول بر گردانیم طودی 


رف 


که در ۱ ۲[ متغیر وا نمایش مقادیری باشد که این تابع اختیاد میکند. 
در این‌صورت()) نمایش تابع ()۱-] عد ۷ قرینه (ل)) نسبت به نیمساز زوایای ربسع 
اول وسوم‌است. زیرا نقاط ۸ و )]۷ و ( و 1۷0۲ سیت یه نیمساز زوایای دبع اول وسوم 


قر ینهاند. 


مثلا: تابم و > ۷ روی 16 پیوسته و دوی [7 و ه] اکیداً نزو لی‌است. بنا پر این دار ای 
يك تابع ممکوس می باشد که به »(ومم۲6 ۸ > ۷ نشان داده می‌شود. 


چم 
[ ۱ + و!- ]2 »ر [۱ و ۱- ۷ ( و ۰ ۲61 


7 نمایش تأابسع ۱+ و ۱- جع و بت ۷ فرینه نمایش تاییع 


0( تج 1 ۱-۱ سب بز 3 بد ۷ 
ی 


[ وه 22 و »رومم < ۷ نسبت به‌نیمساز ریم اول است. 


۳۴ 


منحنی‌های نمایش تابع‌های ز - ب 


منحنی نمایش تابع‌های (دیشه 2 ام ) همان فرینه های منحنی‌های مربوط به توابع توان 


۳ 
۳ مد لژ نسبت به‌نیمساز زاویه دیع اول می‌باشند. درشکل زیر منحنی‌نمایش ۷ < لز دپر ۷ < ۷ 


نشان‌داده شده‌است. 


توجه: بعضی ازتوابع هستند که معکوس پذیرند اما ضابطه تابع معکوسآنها دا نمی‌توان 
پدست آورد. ولی با استفاده از این خاصیت می‌توان نموداد تابع معکوس آنها دا رسم‌نمود. 

مثال ۱: تابع ] در 1 باضا بطه ۱ + + ۲ < ()] مفروض است. بدون به‌دست آوردن 
ضابطه تابع معکوس؛ نموداد هندسی تأبع معکوس آن رازسم کنید. ۱ 

حل۰ دامنه تعر یف تابع ] مجموعه اعداد حقیقی 1 است وچون 2۰ ۱+ ۳۶۲ < (*)1] 
همواره مثبت و تابع ] هم پیوسته است تابع ۲ در دامنه‌تعر یفش یکنوا بوده و معکوس‌پذیر است؛ 
ونموداد تابع معکوس فرپنه نمودارد تابع ] تسیت به‌نیمساز دبع اول است. 


۱+ ۳۶۲ < ()"] ۱ اعد ()1 
وه - د ()] حد و ۵0 + عد (()] حد 
0 . جر 0 له ب زر 
< ()۳] و ۱ (۷)۰] ۱ (۰)] 
۴ -د (۷)۳] ۳ب (1)۱ 
۴( )۷] ۱ حد  1(‏ )] 

د و + ۱ 


م0 .گر گر مر ام 9 


۳۵ 


تمرین 


۱ 1 
۱- فرض کید ۲ < ()1 و (80۳ باشد. عع1 و 20 دا تعیین و انها دا با 
۲- توایع ذیر مفروض‌اند: 


۱ - ۴۲ عد ()1 و ۲ + ع ()ع و () 1 


۲1 
۳ + 
مطلوبست تعیین تابمهای مر کب (01(۵[06ع)]ع 2 د (09(1۱6))وو]ع 2 و 

تحقیق اینکه 2۷ ,2 است. 
۳ تابمهای ] و ع در 1 با ضا بطه‌های و و 3 بو 2 ()8 #سر یف 


شهار 
الف- دامنه تعربت ]و ع د 08 و 01و دا با بید. 
بب 1وع و ع0) را محاسبه کنید. 


۴ 


۴ تابعهای ۱ ازع عد (جز) و آعز- ۱ ع< (ع)ع مفروضند تابمهای ع + و ۵.؟ 
3 
ده را بسازید و دامنه تعريت‌هريك رابب بید. 


تحت ۲ 
۵ تابع ۲۷ - 6 ۷ - - (ع0] با دامنه ]مه + و ۲] و( و 


(8)۸ 
مفروض‌اند نشان دهید ‏ عد (201)5 می‌باشد. 

تابع معکوس تابم ] با ضابطه هحبتج و + ره مد (()] دا معین کنید. 

۷ تابمهای ] و ع در 13 با ضابطه‌های ۳+ ۲ عد ()1 و ۳-۵ عد ()8 مفروضند. 


اولا: ۲-۱ و ۱-ع و ۱-*(]80) را تعیین نمائید. 
ثانیاًء نشان دهید که 1-۱02۱ < ۱-(601) است. 
۵ لا: 6-۱06۱ بت 7۱ (ع۰)10 


۱ 
۸ نشان دهید که تابع ۶ باضا بطةٌ ۲ ۷+ ۲ ()] روی 1 معکوس‌پذیر است ضا بطة 
تایم معکوس آنرا بیا پید, 


۱ + ۲6 
4- نشان دهیدتابع ؟ پا ضا بت سد ( و1 در اصله [۱ وه] عکوس پذیر است. 


ضا بطة تا بع معکوس آنرابیا بید. 


0 اسد معکوس بد بری هر يكك از نوابم زیر دا بررسی؛ سپس ضابِطه تایع معکوس آنها را 


پا ییك . 
۱ 
۲-۷۲ - (1)8 جب- بر [ !وه : الف 
۱ 3 
مت | بت (1)(6 وت . ]هه + و۳۱ : ب 
1 
۲ ۲رد ()] جر ]مه +و۱ : ج 
0 
ارچ برع (را1 چست بر ام ون د 


۱ دامن تعریف وبرد تابع هحرلا و هحیر؛ 2۱۶< ۲ + ۳۴۲ رابدست آودده وتابع 
معکوس آنر! تعیین کنید. 

۲ تابع احی و ۳-۱ ۷ ()) مفسروض لست 8-۱ دا تصیین و سپس 
0۲-] و ۲02-۱ را باهم مقایسه کنید. ۱ 


۳۷ 


تصل دوم 


۴سا مقدمهة 
بر ای تعر یف حد تایح درحا ات کلی بدسه تعر دف زیر نیاز دادیم 
الف- می گو یم متفیر ‏ به صمت ,2 میل می کند ومی نویسيم : ,+ وز» در صور تیکه‌فاصله 


سمَطه بر تا نقطه 6 نی | ,۲ 6 مثبت بوده و از هرعدد مثبت کوچك 0 (هر انداژه کو چك که 


بخواهیم) کوچکتر شود. ی 
(ه حور ۹ ۱ 
,5 - ]0۵ + یرو 0 .1*5 ینیم هو 


۴ + مه 14 0 
۷ 


(فاصله ]ند ,4 3 0- ,15 راهمسایگی 3 به‌شعا ع 0 می‌نامند.) 
ب. اگر مقادیر متغیرعز از هرعدد مثبت بزر گی بزد گتر شود» می گو یم به‌سمت باضا فه 
بینهایت میل می کند و این مطلب را به اختصار چنین نشان می‌دهیم: من - جت ز, 
من + جر چت ]جر هد ۷۷ 
توجه کنید که مه + يك عدد ئیست و وه + جوز فقط يك نماد برای نشان دادن مفهوم 


فوق است. 
جاگ مقادیر :1 ازهرعدد منفی کو چکی کو چکتر شود + می گوئیم:: به‌سمت منهای‌بينهایت 
میل می‌کند و می نو یسیم: 0 مت چت اه 


مه ام جر چا > ۰ و ۷۷ 
توجه کنید که دوی محور اءداد حقیقی جائی بنام مه س نداريم و مه - جب‌پز فقط‌نمادی 
بر ای نشان دادن منهوم بالا است. 
۲-۲- حد تابع 
اکنون تابم] و فاصلهٌ با [ و نقطة , ز از اين فاصله را درنظرمی گیریم‌و فرض می‌کنيم کد 
؟ در ] (مگر محتملا در ,1) تعریف شده است . می‌گوثیم: حد تابج] وقتی که »ز بهسمت ,6 میل 
کند عدد (حقیفی) رآ است و می‌نویسیم : ب1ع ()؟ حد 
وج 


۱۸ 


می‌نویسند. (نماد «5 » خحوانده می‌شود: به‌قسمی که يا به‌طوریکه). 


هررگاه به‌ازای هرعدد مثبت 8 خدد مثبتی مانند م (معمولا به ۵ بستکی دارد) وجسود داشته 

باشد به قسمی که داشته باشیم: 
8 > - (: ج ,۲6 و >« >ه (ل 

در تعریف فرف 0 و ن دو عدد مثبت‌اند که هر اندازه بخ اهیم می توانيم آنها را کوحك 
احتیار کنیم. ابتدا باید ۵ دا اختباد کنیم وسس ثابت کنیم لااقل يك و که‌معمولا به | بستگی‌دارد 
پیدا می‌شودکه استلزام بالا صحیح باشد. 

۶( دامنه تعریف تابع است و بديهی است که بر باید مععلق به دامنه باشد تا ()1 تعر یف 
شده باشد. از اين دو گاهی اوقات در استلز ام فوق از نوشتن شرط (] خوددادی می کنیم 
دای استنباط چنین خو اهد بود که همواره زبه (] متعلقی است. عالاوه براین همانعلور که در تعریف 


۲ جس یر دیدیم با بل بر ابر 6 اعتیار شود. 


معمولا برای مختصر و ساده نویسی » تعریف با (:)] حد , دا به‌صورت نمادی ذیر 
دج از 


ارچ ناهد > که ده‌حم3 ۷۲2۰ 


۳-۲. کات قابل توحه ورحهد 
اگرتا بع ] وقتیز به‌سمت ,5 میل کند حد داشته باشدءنکات زیر را باید درنظر داشت : 


۳۹ 


الفت اگررآحد [باشد» رآعدهی است حقیقی ویکانه(یگانگی آن‌را در اینجا ثایت نمی کنیم.) 
بب کفتن ابنکه (#)1 به سست بآ میل می کند به تنهائی هیچ معنسی ندازد» مکسر اینکه 
یگوئیم (1)) به سمت رآ میل می کند وفتی که ر به‌سمت مثلا, کز میل کند. 
پ- تعریف را[ (1)] حده هم‌ارژ است با اینکه بگوئیم به اذای هر << يك ه«حجج 
مس 
وجود دارد بطوریکه ار تور متلی بهفاصلهٌ پاز له 695 سس هو دامنة تعریف ] باشد» 
آنوقت مقدار ] در این 1 بهفا صله بار ]6 +4 ر 0۳ را[ متعلق پاشد. توجه کنیل که سحل 1 به‌مقادیر 
نزديگ به .6 بستکگی دازد نه‌به‌ ود ,۰ همکن است (/,)1 اصلا تعریف نشده باشد ویادرصورت 
۹ 
تعریف شدن با ر مساوی نباشد. مدلا حد اس )1 دقتی ه بر مساوی با صفر است در 
۱ صور که (1)0 مسنی ند‌ار ده 
ت- برای آنکه شان دهیم را ع ()؟ حد» باید »<< را به دلخواه انتخاب کنیم و يك 
رجت از 
۰ حر 0 به دست آوریم که در تعریب حد صدق کند., 0 معمو لا متحصر به فرد نیست و اسر در 
تعر یف صادق باشد هرعدد ,۷0 ,6 0 > یز در تعریف صدق خواهد کرد. 
مثال #ه می و اهیم ۳ استنادم از فعر یف سحل تا بت کنیم درل تابع 4 
اگر ۱ب ین ایا 


اگر ۱- دوز ۳ س 
وقتی »ز به سمت ۱ - میل کند برایر ۵ - است. 
حل- باید ثابت کنیم که به‌ازای هر ۰ <82 يك <م وجود دادد ب#قسمی کد: 
> )10ج > ا(ا) واه 
چون | ۱ | (۱-) | >ه بدین معنی است که ۱ - تب پس ۲-۳ ع ((0] 
و استلزام فوق به‌صورت زیر ددمی آید: 
> | (۵-)-(۳ -۲۶) اج > |۱۱ > 


8۵ + | ۲اجسن> جر که 


۳ ۱ جح > [ ۴۱ 


۲ 


بنا بر این کافیست که رل را کوچکتر بر 8 یا مساوی آن اعتیار کنیم » تا استلز ام درست 
۱ ۲ 


۳۰ 


زیر به دست آید. 


8( (۵-)- )| چت > | ۱ جوا که 
توجه کنید که دراین مثال ۲‏ (۱--)] است‌دد حالیکه ۵ - عد ()] حد» پس بطود کلی 
٩ ۱‏ مب چا 
ازم نيست که حد تابح در يكناطه مساوی مقدار تابح در آن نقطه باشد, 
مثال ۲ تابع 0+ 95 < (8)] را که درزآن 2 و ۳ دو عدد حقیقی ۶ ثابت هنن دی نظر 
می گیریم. با استفاده از تعریف حد ثابت کنید که حد ] وقتی که مسر برابر 9 + 95 ع ( ,)۲ 


می با شد. بعنی : 
۵ + ,25 ع (9 + 2) حد 
جرج وه 
حل. حالت ادل ه عد ج, باید ثا پست کنیم: 
جس از 


نا به‌تمریف باید نشان دهیم: ۱ 
> 0 (۱۱۵ چ > واه د مود م۷۵62 


> | 9-9 | جح > ا واه 3 30۰ » <ر ۵ ۷ 


اما ه ‏ 9-۱ او از هر ۰ کوچکتر است پس هر حر بل در تعر یف صدی 
می‌کند . 


حالت دوم هعردع, بنایه تعمریف باید نشان دهیم: 


> | رد نه) - (طاعنه) | مک را که و مد م۷۵ 
يا : 


206-2 | چسه |۱۸ >ه و مرمع ۷8۰ 


0 
آه> 


- | چست > 


0 3 رود ۷]2<۰ 


بنابراین کافیست ,0 را مثبت و کوچکتر اب مساوی آن اختبار کنیم تا تعریف برقرار 


شود. در حقیقت ار > | ,۲-۷ | >ه آنوفت ۲-6 | ۵| 


دیا 8> | (م- )۵ دیا > (0-,جع)- (0- ج) که حکم مورد نظراست. 


۳۱ 


۳-۲ حجد در بینهایت و حدهای بیدهایت 
تا کنون درمورد ر[ ع (()] حد» که ددآن نه .یر و ه ر[ بینهایت بودند بحث کرده‌ايم . 
راجت و 
دلی حالنها ی وجود دارد که دز آنها 3 با ریا هر دو معا وم د یا وم - و یا وم هستند , 
حالتی را که‌هم ۰ دهم رژ اعداد حقبقتی هستند دیده‌اید. اکنون یکی از حا لتها داطر ح و برای آن 


مثالی می‌د فیم» سپس همه حالتها را در جدو لی حلاصهمی کنیم تا مر اجعه به آن آسان باشد. 


لعر بفیت فرض کنید که تایح ] بر ای هر اب تعر یف شدي با شد که در آن 3 عددی امست, 


حقیفی. گوئیم وقتی ‏ به‌سمت هه + میل کند حد ] عدد حقیقی رٌ است ومی‌نويسیم: 
بآع ()] حد 


ون لا ب- بر 
هر گاه به از ای هر هر 0۵ لا افل يك <ر 1۷ وحود داشته با شلد به‌قسمی که : 
> با (10 | چ ]۷(< و ,([6: 
یا بطور نمادی: 
> لا - ()۱ جح ناج و ۷۲ج د 3۰ ۷۵۰ 
هنال نایبت کنب دکه: 
۳ ۳ ۲ ۳۸6 


۲-۲ ۲ 


حل- باید شان دهیم که: وم لا چت ز 
۲ + ۳ 


۷-۲ > 


فرض می کنیم عطُرت دوم گزاره فوق درست باشد, اکنون سعی می کنیم په کمك آن 3۷۲ را 
حدذس بز نیم و سپس حدس خود را امتحان تحواهيم کرد. اما نامساوی طرف دوم‌گزاده فوق را 
می‌توآن چنین نوشت: 


۱ چحت ]۷ رز 3 ۷۰ ۷۵۰ 


و آز آنجا خحواهیم داشت: 
ی ناد .نت ۱ 4 


۱ ۱ ۳ ۳ 
بنا بر این‌کافی است که ]۷ را بزرکّتر یا 999 ۲ انعتبار کنیم. بعنی اگرو + :<۱۵ 


سجه 
۴ مت ۲ 


باشد خو اهیم‌داشت : 9 - چسه + ۲ <ر ۶ 


۳ 


بنا براین که ۲4 باشد می‌توان نوشت : 


بح 
و 
ورب" 
چون م<اچ است ۰ ۰( -بوده: 
ورنجع 
مسج 
3 
یه 
پس: ۱ > > | 
> - | جع + ب<ه 


۵-۲ جدول حد درحالتهای مختلف 

تماع حالتهای مختلف حد در بینهایت وحدهای بینهایت درچدول زیر تنظیم شده که برای 
خواندن هر سطر نمادهای آن سطر را به‌ترتیب به‌جای سه نقطه‌های ابتدای جدول (از بالا)قرار 
داده وعبارث حاصل را ازچپ به‌راست میخوانيم, مثلا سطر هفتم دا چنین می‌خو انیم. 

وقتی ‏ به‌سمت هه + میل‌کند (02] بهسمت مه - میل خواهد کرد هرگاه برای هر 
ه ح< 7[ يك ه<]۷[ وجود داشته باشد به‌قسمی که ازتامساوی ]1۷< نا مسادی - > (1)5 
نثیجه شود. 

تذ کر: دقتی »1 به‌سمت + ,> میل می کندحد()] برابر مه + یا (هه - ) است به‌صورت 


(مه -) یا مه + (5)] حد؛ و همچنین دقتیز به‌سمت ,لا میل کندحد (5)] برابر(مه + ) 
قو ‏ 


۳۳ 


یا ۵0 -- است به‌صورت (6۵ +) یا مه - عد (3)] حده بعضی ازمژلفین این دو مسئله رايك 
شم ۱ 


جا یه صورت مه + بدل(5)احد می‌نویسند و می‌گویند وقتی ‏ به سمت ,1 میل مي کند حد 
۲« ور 
| ()1 | برایر مه + است (سطر چهادم جدول). 


تذ کر : وقتی به‌سمت هه + میل می‌کند حد(8)] برابرر][ است به‌صودت,آ مد ()]حدو 
0 ح جح 


همچنین وقتی 2 به‌سمت هه - میل می کند حد (8)] برابر رآ است به‌صورت رآ عد (ع)حد ؛ 

نن سه چب 5 

بعضی از مو لفین این دوسئله را يك‌جا به‌صودت ر]- (2)] حد» می‌نویسند ومی گویند دقتی 5 
وه بر 


به سمت وه میل می کند حد (5)] برامر ر[ است (سطر بازده جدول). 


جدول تعریف حدتابع (۳)اب: ] 


يث...وجود | هر گاه برای [(62؟ به سمت وقتی ]زبه‌سمت 
... میل ,۰ میل 
هر ۰۰ خواهد کرد ند 
>- ۱۵ > | مه | مق | رد 


۹ 
ار ۰۳۵ مین ۰« ۱ مه + 7 
اک( لایرس۱۰ وحن ۰ ۵ ۹ 
ار | (۱1 >> وان ۰< از ‌‌ 5 
۰-1۶( | | << 2۰ | ۰<ر0۵ بز + 
۷( ()1 ]۷ << ]۷ | هر ۷( مه + همه د 
<< > ()] << ۰ | ه< ]۱ و بت 0 +4 
قع لا( | که | 10۰ | ۰<م 1 - 
۷( < (6)] - > ]۷[ | هح ل( 0 + 0 تب 


> ()] - > ۰( | هی ۵ مه - 
> (۱10 ۱ ۸۷<رج| 2۰ | 8<<۰ 1 0 
ا<(۶ | ۸ .| 26 | محلا | موب | مه 
>()1 ۶ < :| ۷۰ | ۰< ۲ 0 ‌‌ 


۳۴ 


مثال- تایح ] بوسیله دتودی یج - («10 داده شده است. ثابست کنید که اگر کر به 


سمت ۳ میل کند (1)] بهسست 60 - میل خواهد کرد. 


حل- بنا به سطرسو) جدول باید برای‌هر هحز لااقل‌يك هحرن بیابیم به‌فمی که: 


۱ ۹ 9 تسج >> 


۱ می‌کنیم به کمك آن »0 دا حدس 


۱ ۱ سا ۳ 
7 > ‌ ۴ جحس>۲(۳ تس 6۵4 هه ۲ب 5( هد - ۳۲ ۳ 1( 
بنابراين دیده میشود که هرعدد مثبت کوچکتر یا سادعاس رد رأمی توان به‌عنوان ,0اعتیار 
کرد. حال فرض کنید داشته باشیم >> در نتیجه: 
۱ ۱ ۱ 
چ >( >۰ ج چر>|۲-ط>ه 


ٍت ۱ 
۳ 0-۲ 


یی جوابی که‌برای ,0 حدسزده بودیم گز ارة شرطی فوق را به يكك استلز ام تبدیل می کندو 
اثبات‌کامل است امتحان‌جو اب به‌منظور دوشن شدن‌منهو درس استوانجام آن‌همیشه ضرورت ندارد. 


توجه. هما نطور که مشاهده کرده‌اید سعی شده است که مثا لهای ساده‌ای دد مورد تعیین‌حد 
ترابع با استفاده از تعریف‌داده شود واين بدان سبب‌بوده است که بیشتر بامفهوع حد آشنا شوید. 
اصولاً محاسبهٌ حد با استفاده از عر یف کار ساده‌ای نیست ومعمولا برای این محاسبات اژقشسایای 


بحل که بدا درموزد آنها یت نحو اهیم کرد استفا ده می‌شود بهمین سب درزیرسمی شده است که 
تمرینهای ساده‌ای کُنجا نده شود. 


۳۵ 


۳۶ 


تساویهای زير را بااستفاده از تعر یف حد تا بت کنید. 


۴ سدت (۱ا ۳ تخد ۱ 


۱ج زر 

اه 
۳ ۴ 1 ی 

۱ جت (۲ سس آیز) حد -۳ 
< 

یب حد ۲ 
0 

0 سب حد ِ حد .-م 
7 

- ِ تجل نت 
(۱ -) ۱ بت ز 

5 وش (.! ۳ : 
۱ - ۷ 7 


00 + جر 
مه - ع ( )۷ - از ۷ -) جد نت٩‏ 
0 تلد جت و 
۱ ۲۲۱ 
مت ۱۰ 
۲-۱ ۱ 
00 .- جب- و 


اس یر ی بو 
مه - جد 4+۱ ور | حد -۱۲ 


لیا ست جت مز 
۲۷۹۴ 
ت- 7۷ حجل. .۱۳ 
0 ب- ۶ 


۵ با ارات کار لا حد ۱۴ 
۵ بر 


ما جح ۳ ور زر اه حد ۱۵ 


حن <- زر 


۶-۲ حد چپ و راست يك تابع 
فرضص کنید که تابع ]در نقطة م2 دار ای‌حدی برابرعدد ر[ باشد. در شجه به‌از ای هر 2 

7 ۰ 0 مر جود است به‌قسمی که: 
>ابا - (۱۲ جد ,1 و > 


ی 


از اين تعریف چنین برمی آید که وقتی »ز به‌سمت میل کند» خواه از آن‌بزر کتر باشد خحواه از 
آن کوچکتر» (16)] ددهر دوحالت به‌سمت ر[ میل‌خواهد کرد پس داریم: 
> | بآ - 10| جحنای 2 ۲۵ >> (۱) 
و 
> | بآ ()1 )رباع د ۲-0 (۲) 
مطالب فوق ما را به تعریت زیرهدایت می کند. ۱ 
تعریف- تابع ] و نقطة ,۲ مفروضند. 


الف.- فرض کنید که ,)21 و ] در فاصلةً ]2 و 8[ تعریف شده باشد. گسوئيم تابع ۶ 


۳۷ 


در تفطه4 ۰ دارای حد راست ر[ است و می‌نویسیم رآ ()] حدء؛ هر گاه به ازای هر فطل 
کج و حل زاست 


بل 0۰ موجود باشد به‌قسمی که: 


۱۵۶ - (1)0 اج 2۲ د 0 + ,>> ,5 
بب فرض کنید که ,>2 و ] درفاصلةٌ باز ] وج[ تمریف شده باشد» کون یم تابع ] در 


نفطهٌ ,»ر دارای حد چپ ,1 است و می‌نویسیم رآ[ < (2)] حده هرگاه به‌ازای هر ه <2ژ) يك 
-ت" کج ور 


هر موجود باشد به‌قسمی که: 


0 


> | ]| چه نار و ۲-0 
اگر تابع ] در تفطة ۸ دادای حد رآ باشدآنوقت استلزامهای 0( و (۲) بالاشان‌می‌دهند 
که در مر دارای حد راست وچپ بوده و اين دوحد باهم مساوی و مسادی همان ر] می‌باشند. 
به‌عکس می تو ان دید ( که ما دراینجا ازاثیات آن‌عودداری می کنیم) که اگر تابع ۶ دد,ردادای 
حد راست و حدچپ بوده واين دوحد بایکدیگر مساوی وبرابر رآ باشند آنوقت ۶ در ور دارای 
حد ر] است. پس می تو آن گفت: 


۳۸ 


قضیه- تابع ] در , دادای حد رآ[ است اگر و تتها اگره ] دد,2 دادای حدد چپ و حد 
راست مسادی ر[ باشد. 
هقال ات با اسطاده از مر رف مد ارات ات که وا ۲ رن 
جوز 
حل- برای اثبات باید نشان دهیم که: 
۲-۵ اج و ۲۲۲ د من 3 ۷8۰ 
ویا: 


۲۵ج ۲۲۲۲۵ د محر 3 و۷8 
ویا با مجذور کردن سمت راستاستازام اخیر: 
> هچ ۲۲/۲۲0 د هحه 3 ۷8۵۰ 
ویا: ۱ 
> چته ۲۲۲0 د ۰ 3 ۷6۵۰ 
بنا براین دیده می‌شود که ۱ گر "> 0 > اختیار شود استلزام فوق برقرار است. 
مثال ۲- با استفاده از تعریف حد چپ ثابت کنید که : 
مج ی 1۱ حد 
حل: برای اثبات باید نشان دهیم که: ان 
> ابا 10ج نز د مرن و ]۷ 
1۱-5-۳8 | جح ۱-00 3 موحرم 3 و۷۵ 
۷۱| جح اعع ۱ د مج 3 ۷۵۰ 
با مجذود کردن سمت داست استلزا) اخیر خواهیم داشت: 
> کج ۱-0 3 مج 3 ۰< ۷۵ 
ویا: ۱ 
۰ ۱ج ۱0 2 وحن 3 ۷۵۰ 
نا براین دیده میشود اگر >> اختیار شود استلزام فوق برقراد است. . 
ات۷۱ | چت ۱-۵ 
قبل از پرداختن به مثال۳ توجه شمارا به اين نکته جلب می کنیم که می‌توان‌تعاریفی شبیه 
به آ نچه که‌درموردحد چپ وحد راست دنر بیان کردیم درموردحالت‌های و و وه - و مه + 2 ر[ 


نیز بیان کرد تعریف هه + ح ()؟ حد, به‌طور نمادی چنین است: 
7 و جس یز 


ار (1 چس ,0۲و دح مرن 3 و ۷ 


۳۹ 


مثال۳: ,در تا + - (0(0؟ با استفادهاز تعریف حد راست وحد چپ»ثا بت کنید. که : 


مه + < ()] حد : الف 
و جر 


۵ - < (ع)] حد : ب 
حلت ال بر ای اثات باید نشان دهیم که: ۲ 
۱ 
۳ لت 0 50 > > ۵ 3 ۰ 0 3 م چ ۷ 
دس چت وب‌ نهد مجو ود ۷ 
<< جچه 0> »۰ 
فرض می کنیم طرف دوم گز اره فوق درست باشد. یی ار (جون لا مثبت است ز هم 
مثبت خواهد بود) طرفین نامساوی دا معکوس می کنیم نتیجه می‌شود دک پس اگر هر 
۱ 
عدد مثبت کوچکتر با مساویپرا به عنوان ,0 اختباد کنیم که > استلز ام فوق برقر از است. 
۱ ۱ 
ار جح >> 


حل ب: برای اثبات باید نشان دهیم که: 
- >()1 ح 0 - ۲ ۰ 3 ه۰ح ]۷ 


۱ 
>> جح و>>۵-و 
ت ۹ اج ۱ ۱ 
فرض‌می کنیم طرف‌دد؟ گزارفوق درست‌باشد. یعنی ۷( - که (چون آ - منفی است؛یزهم 


م. ۲ ۱ 
منفی و اهد بود.)طر فین‌نامساو ید ا معکوس‌می کنیم ننیجه‌می‌شود گس 5 پس ار هرعدد 


۱ ۱ ۱ 
مثبت کو چکثر یامساویج را به‌عنو ان 6 اعتیار کنیم >> و استلز ام فوق برقراد است. 


سب > چب کوک ِ 


۱ ۱ 
تذ کر: توجه دارید تابع» < (1)5 وفتی که به‌سمت صفر میل می کند حدندارد زیرا حد 


چپ و حد راست آن باهم مساوی نیستند . 


۴۰ 


بش آگ هی هنت کوج کب در وس 1 


وقتی ‏ به‌سمت صفر میل می کند| (1)]| به سمت م۵ + میل می کند . منحنی نمایش این ۱ 
تابع در نزدیکی نمَطةً صفر درزیر رسم شده است. 


۱ ۱ 
مثال۴- ,در تابع (2)] . با استفاده از تعریت حدلا بت کنید* 
جه 1 (1)6 تخل اب مه 1 (1)] حد الب 
نچت ار ۳ ۱ 
حل- الف: برای اثبات حد داست باید نشان دهیم که : 
>(10 جح و کرت من 3 »حز ۷۷ 
۱ 
سوک جح که 
ارض می کنیم طرف دوم گزارةٌ فوق درست باشد ینی اپ (چون آ[ مثبت است) 


5 ۱ ۱ #ِ 
طرفین نامساوی را معکوس می کنیم چچی>>ه و از طرفین جذر می‌گیریم نتیجه میشرد : 


۱ 
> ۳ یا >> 


21 را به‌عنوان 0 احتیار کنیم > >. 


استلزام فوق برقرار است. 


۱ ۱ 
<< دهد >> 
حل.ت ب: برای اثپات حد چب باید نشان دهیم که: 
<()1 حت رک>0 ۲ رل 31 ۷۷ 
اه ۰-0 


فوض می کنیم طرف دو)گزارة فوق درست باشد نی (<د. (چونا(مشت‌است)‌طرفین 


۴ 


۰ ۰ ۱ 4 ّ 1 4 ۱ 
نامساوی را معکوس می کنیم-چ > که و از طرفین جذد می‌گیریم نتیجه‌میشود ۳ 


: ۱ ۱ 
و با می توانیم بنویسیم : > با ۳ << 


۱ ۳ ۱ 
ریا >>> پس | عدد مثبت کوچکتر یامساوینی. را به‌عنوان 0 اختیاد کنه 
> ۳ پس اکرهر کوچکتر ۳3 وان کنیم 
۷ 
>> استلزا) فوک برقرار است. 
" ۱ ۱ 
"۳ 72 

تل کرت در اینعا نیژ 1 دز صقر تعر یف مشده است و دامنه تعریف تابم مجموعة (۰) 1 
می‌باشد. خواه »ز مثبت باشد و خواه منفی و به‌سمت صفر میل کند» (1)2 به‌سمت هه + میسل 


تحواهد کرد یعنی: 


مه + < (ع)] حد 
و جبت ز 


مه + عد (7)] حل 


۵ جوز 
۱ 
جون‌حدسمت‌جب و حلسمت ز است تابع مساوی‌هستند؛ پس تا 7 حد دارد ولی این حد با بایان 


سست. به این سبب گاه ی گفته مي‌شود تایع حد ندازد یعنی حد‌با پا یانی مانند را را ندارد درشکل 


نموداز تابع در نزدیکی نقطة صفر دسم شده است. / 


۱ 
ان 


نتیحه: در توابع کسری وقتی 5 به‌سمت ریشه ساده مخرج میل کند . حد چپ و حد راست 
تابع مساوی نیستند اگر یکی مه + باشد دیگری هه -- خواهد بود و برعکس . و وقتی ز 
به‌سمت ریشه مضاعف مخرج میل کند حد چپ و حد راست تایسع مساویند . (یا هر دو ۵۵ + 


ویا هر دو مه - اند.) 


۴۲ 


۷-۲- دوتابع هم‌ارز 
دو تابع ؟ و ۵ دا در نظر می‌گیریم ء اگر این دو تابع در ر حد داشته و بعملاوه 
رو ۱ ۱ ۱ ۱ 
۱( حد: آن دو تایع راوقتی ‏ به سمت ,5 میل کند. هم ارز گویند و می‌نویسند 
۵0 ومد 
ویح], در تعریف فوق ,۲ می‌تواند هرعدد حقیفی» مه + یا مه -- باشد . 
مثال ٩‏ تابع‌های ۲ دقنی به‌سمت صفر میل می کند هم‌ارز می‌باشند . ( اثبات 
این مطلب را درسال سوم دیده‌اید) : 


وج 77 6 بز 
در محاسه حد يك‌عبارت در نمطة 3 می‌تو ان به‌جای هر تا بح شر کت کننده در آن عبارت 
۳ بعی هم‌ارز آن (وقنی 1 به‌سمت 6 میل کند) را قرار داد. 


۲ 4 
مثال ۲ می تو انیم از این خاصیت مثلا در مورد بیدا کردن ون کر : 
891 


استفاده کنیم» 
:مي به‌جاع) هر تا بي هم ارر آتر | ر از بد‌هیم » پس تحواهیم داشت: 


۵ ۵ 91 
اقب نت حل کت 


۳ ۳۸ و وب و 
در قضایای ز بر متظورار يك تا بع‌حددار تا بعی است که دد يك نقطه حد د زشته وحدش با پا یان باشد. 


قصابای حی 
۲سا قصیه 
حل مجمو ع دو تابم ولو ار مدای است با مجمو ع دود آنها. 


4-۲ قصیه 


اگر تابع حد داری‌را درعدد ثابتی ضرب کنیم حد آن درهمان عدد ضرب‌خواهد شد. 


۳4( 91 
اب از مزر ۲ لت حل ۷ (است. ۲ ) حد 
۳4 1 
وج 0 شب .ار 
0-۲ قضیه 


بحد تفاضل دو تابع حددار مساوی است با فاضل حدود آنها. 


۴ 


۱-۲ ۱- قضیة ۱ 
حد حاصل ضرب دو تابع جد‌دار مساوی است با حاصلضرب حدودآنها. 


مثال- 
۳9 4 ۱۳9 
<( (-»)#2هو) حد < 
۳4۹ 
۱ ۵ بت زر هب-۲ 
94 
هماج ٩‏ >« ۵ چج ( سس سول 1[ +24 حد ) 
۳۹ 
هب 0ج ور 


۵ فضابای ۲سم و ۱۱-۲ رام تو ان در مهو زد حنل ۹7 یز پیان کو ده 
ی مخ 


۲-۲ ۱- قضّیه 
سحد جارح قسمیت دوتابع حددار مساوی است پا خار ح قسمت حسدهای آنها به‌شرلی که 
حد مخر جح صفر نباشد. 


این قضیه دا نیز بدون‌اثبات می‌پذیريم. 


۱۳-۲- قضْیه 
حد . ر یش (1 ۳ با تو ان 1 ام بل تایع حد دار مساوی با در بشة 1 ام با توان 11 9 حد همان 
تایع است, 


اثبات. برای حالت توان 0 ام قضیه زا ثابت می کنیم. فرض کنید که بآ ح ()] حل, 
: کج بر 


ه‌ 


بنا به تبصرقفوق دادیم : 


< ((1 حد) ...((] حد) ((0] حد) ع *[(02]] حد 
6ج یز وا اج و و 
1 بار 


گرا را مرن مرج 1 


وت تست پیت 
0 باز 


تصر ه- این فضا با درحالمی که ز بهسمت و + با مه - میل کند نیز صادق می باشند. 
اه توجه دارید که در این قضایا فرض شده است که حدود توابع مورد بحث با پایان هستند و 
بینهایت نمی باشند. درغیر این صودت می‌توانیم نتایج زیرزا اضافه کنیم : 

1 ار ۲] به‌سمت هه د با مه - و ع به‌ست مقدار باپایانی میل کند مجموع ع + 


به تر تیب به‌سمت هم + یا مه - میل خواهد کرد. 


۴۴ 


1 ا گر ۶ به‌سمت 00 یا من تب ود ع به سمت متدار با پایان مثبتی میل کند حاصل 
ضرب 8.] به ترتیب به سمت وه + يا مه - یا مه میل خواهد کرد اکرحد ع مثیت و به‌سمت 


مقدار با پایان منفی میل کند حاصلضرب پسمت 60 .- ۳ 0 + میل خو اهد کرد. 


۳ 1 
[]]- اگر آبه‌سمت مه د یامه - و ع به‌سعت يكث حدبا پایان‌میل کندخارج قسمت باه 
سمت هه + يا هه - میل خو اه کرد. 


۳ ۱ 1 
۷- اکرع به‌سمت صفر و؟ به‌سمت یگ حد با پایان غیرصفر میل کند جارح 7 


به‌سمعت 6۵ +4 ۳ 60 سس میل خحواهد کر د. 


س 


۷ب اگر 4 بهوسمت 00 س 8 00 ِ و ۲ ردسو متا یلگ حل ۳ بایان ميل کندتاد ج قسمتي 


به مرت صفر میل حو اهد که 


۱۴-۲- اضیه 
اگر به‌سمت صفر میل کندهر چند جماه‌ای اذ #۶ هم ادز جمله‌ای از آن‌جند جمله‌ای خواهد 
بود که دارای کوچکترین توان است. 
اثبات- فرض کنیم چند جمله‌ای ()۳ به‌صورت زیر باشد: 
وه و وود >> ۰ وج ۱ بو + کاوو > ()۲ 
از جملةً اول که دادای کو چکترین توان است فاکتود می گیریم» خواهیم داشت: 


و2 4 1 
ی 0 توق (۳)۶ 
/ و + ۱) عدوح ‏ (ور) 


جال ا گر بهسمت صفرمیل کند داحل بر انتز به‌سمت ۱ میل می کند و در شجه و اهیم داشت: 
موزوج سح (()۳ ۱ بسو سست امن شسسته 
ن بت بز 0 طست ار : ن ج 4 
۵-۲ ۱- قضیه 
ائ بهسمت ۵۵ د را 6 - میل کند هر جل حمله‌ای ارو هم ارز آن جمله‌ای از جند 
جمله‌ای خو اهد بود که دارای بزد گترین توان است. 
وه ود ۱ موق + مق عد (۳)۸ 


از جملهٌ اول که دادای بزد گترین توان است فا کتودمی گیریم حواهیم داشت: 


۴۵ 


) ِ + ۳ ۱ ) مر () ۳ 
1 


اگر ‏ به سمت هه + یا مه - میل کند داخل پرانتز به‌سمت ۱ میل خواهد کرد و دد 


۱۶-۲- قهیه 
و( وه موه (۳۶ 
حك تا سس یس سس سس تست ی سصتم ت (3)] وقيی که میا مي کند 
0 0 یط ۱ وه 4 تلایا 169 ) ( ی لءی 
به‌سمت هم + يا همم - برایراست با حد نسبت جملةٌ قق کی و در جه صورت به جملهبز د گترین 
درجه مخرج وقتی که من + جوز یا و۵ - جبت »زر یعنی : 
و2 


دت هب9 


حل سح ,)1 سول 
0 -ل جوز 0 1 جر 


۹« 
در 
۹ 


سح 
وم -- چت پر 
تذ کر : با استفاده از قضایای فوق مسائل زیر بساد گی اثبات میشوند. 
۱- حد تایح ثابت 6 ()1 وقتی که جسیر برابر مقدار ثابت است یعنی : 
(8 حد 
دج ار 
۲ ار ] تابع با ضابطه ۲ و روج ... ,ود( اون ع ()) باشد. 
حد تابع 1 وقتی که ,+ برابر (,5)] است یعنی: 
(,]-(] حد 


جع 
(,۶)]ع< (۶)] حد 
و( 
(,)1< (8)] حد 
در 


۳ اگر ] تابع با ضابطة 
م8 ۰ ۱ ۱ص چا اصو . (0) 
۱۱ وا وا م0 
باشد, حد تایح )1 وقتی اج از ذر صو ر تیکه هس( 1( باشد. بر ابر است با: 


ی 
ت تک (,5)] یعنی: 


])( 


۴۶ 


(۳۵ حد 


۹ رکب ( 
0( 
زج ور 


۴ ثابت می کنند که توابع و دزهر نقطه ۲۶ دار ای حد هستند و سذهر 
يك از آنها برابر مقداد آن تابع در ,< است یعنی: 
عت ازجا حد 
ر چب از 


09 حد ونم حد 
جوز 
۱۷-۲- مسئله اصلی 
ایك يت مستاه اساسی را که عبارت از بیدا کردن حد يك تا بح‌است مطر ح می کنیم . دز 
شیلی از توابع به صورت (5)؟ < زب[ وقتی که بر به‌سمت مقداد ثابت,: میل مي کند حد 
تایح همان مقد اد( ,105 می‌شود 
یعنی : 
( ,۶5 (ع) ‏ حد 
مس ور 
۳ این مطاب عمومیبت دارد زیر ا ممکن است. 
الفتزت فابح حد نداشته باشد ولی ( 1۳ وحود داشته باشد. 
ساب تابع حد داشته باشد ولی ) 101 وجود نداشته باشد . 
جح تایع حد داشته باشد و (,*)1 هم وجود داشته باشد ولی با هم مساوی نباشند. 


مثال ۱ تابع ۷ + ۲ + رد (0] داده شده است. اگر »ر ب‌سمت صفر میسل کند حد 
تابم و همچنین (0)] دا حساب کنید. 

حل- ملاحظه می‌شود که ۲ < (ه)] است ولی اگر به‌سمت صفرمیل بکند تابع حدندارد 
زیرا که حد چپ ندارد یعنی مقداد «( ۷ + ۲+ ) حده موجود نیست. 

7 و جب ز 

مثال۲- تا بع ] به‌وسیله دستور ۲ + ۳ < ()] برای اعداد غیر درست تعریف شده‌است 
وفتی ‏ به‌سمت ۲ میل‌کند حد این تابع دا تجییات: کنید: 

حل_ چون ۷ عددی درست امست بدا براین (۲) ] وجود زد‌ازد. دلی تابع حد دارد ذیرا 
دقتی ‏ به‌سمت ۷ میل‌می کند ز مخالف ۲ است ودرنتیجه ۲ + ۳ < (8)] و از این؛روی‌حدش 


همان حد تایع ۳+ ۳۷ است که بر ابر ۸ مي با شد. 


رف 


اکر »ر عددی درست نباشد ۱ 


مثال ۳- تا بع ۱ ده ()ع داده شده است 


اگر بر عددی درست باشد ه 


)2 حد؛ و مقدار 69 ۵ را محاسبه کنید. آیا این دو مساوی‌اند؟ 
۱ ۲ج ر 


حل- وفتی ۶« عددی درست نباشد ۱ + ۲ بت )2 استازطر فی می‌دانیم که حد يك تا بع‌در 
يك نّطه به مقدار خحود تابع در آن نمّطه یستگی ندارد پس حد 2۵ وقشی ز به‌سمت ۲ میل کنسد 


بر ابر ۵ است زیرا: ۵ << (۱ + ) حجرله ()2 حدء ما مقدار 8 در نةّطه ۲ 2 پر ابرصهر 
۲ جب ور ۳ج و 


است : 


پس داریم: ۱ (8)۲ > ده -< ()8 حد 
۱ 


از این مقدمه جنین نتیجه می‌شود که وجود ل, )1 بر ای موجود بودن حد وقتی که 5 بسمت 
۳ میل می کند 4 شرا ط لازم است و دشر ط کافی» و ففط در توابح بیو سید است. که حل تابع با 
مقدار (, 102 مساوی می‌شود. 

به هرحال درصورتی که 2 :4 سمست 2 میل می کند بر ای تعیین سحلب تایم )1 با یل ره کات 
زیر توجه داشت: 

ِ.- ]یا تابح درهه‌سایکی 1 تعر یف شده است ۳ تور ؟ در صور تیکه تابع دز همسایکی ۲ 


تعر یف نشده باشد حد در آن نقطه مفهومی ندارد. 


مثال- حد تابع (۱- ۷06 + (۱ + )1/۸ < (()] را وقتی که هسیر بدست آورید 

حل: ه < (ه)] وجود داد و لی تایح در نقطه ه عد ‏ یز حد ندارد زیرا درهمسایگی ه حد 6 
تابع مر یف تشده است. 

۷- اگر عر ازطرف راست یا چپ به سمت ,1 میل بکند. اين دومیل بایکدیگر فرق‌دارند 
با حیر؟ برای این منظور اغلب اذروش زیر استفاده می کنند. ابتدا درعبارت ()] به جای پرمقداد 
ع ب- , لعت )ز را قرار داده تا (2)] تبدیل به (ع + )1 می‌شود درعبارت اخير بسك دفعه ه <رع 
فرض کرده و به‌سمت صفر میل می‌دهيم و يك دفعه > فرض کرده به‌سمت صفر میل می‌دهیم 
اکر دو حد برابر بودند تایح حل حو اهد داشت . 

به‌طور کلیاگر "ع + [ د (ع + ,1)] دد آید به‌قسمی که 0>| ع|جک هن >ع| در این‌صورت 
حد تابع [ خحو اهد بود. 


۹ ‌ ۱ 
و اگر ‏ - (ع + )۲ با همان‌شرط در آید دراین‌صورت حد تابع مه + یامه - خو اهد 


۴۸ 


بود برای صفر کردن ع درعبارت (و + ,10 با بل عجله کرد ذیر! که با این عمسل ممکن است 
اشتیاهی درخ بدهد و به علاوه ع بینها ٍت کو چك است وصفر ثیست. 

۳ب اگر (,.*)6 بی‌مسنی با مبهم باشد دراین صورت تفع ,4 مقداد (5)] دا از مسئله 
جدا می کنیم و در آنچه باقی می‌ماند حد تابع را معلو) می کنيم. 


ار 3-۱ 
مثال ۱- حد جپ وحد راست تا بجع 2 ور ۲ (۲) ].را 2 دی که ۱ چس ساب 
> ۱+ ۲ 
۳۹ 
حل: 


ه ‏ (۱- 1۲) حد - (»ز)]حد 
۳ 
۳۳ (۱+ ۲ ۲) حد ع ()]حل 
مسر < اجب زر 


* 
مثال ۲- حد چپ وراست ای ۰ ۳ 
۱ 


2 < (*)] دا وقتی که ۱میز پیدا کنید. 


حل: می‌تو انیم ع + ۱ << اختیار کنیم که ع مثبت یا منفی به سمت‌صفر میل می کند 


خواهیم داشت: 


سس 9 سس لد عد(ع + ۱] 
ع ۱ -- ع + ۱ ۱ 
اگر »<< ع باشد: 
۵ اعد عم ۴ ۷ 
.نان ت تست حد <()] حد 
ع و جع  (‏ ۳ بت و جر 
اگر ه‌«: باشد: 
سس سپ 
فا ۱ کل ور 1 حد <(()) حد 
‌ ومتم ‏ ار وب اجب بر 


۳۳ 
مثال۳.- حدتایع ۷ + 1 ()1] راوقتی که 6 به‌سمت‌صفر میل‌می کنددرصورت وجود 
۶ 
تعیین کنید. ۱ 


۳۵ 


حل: می توانیم بنویسیم + ()؟ 


۴۹ 


وحریر اگر ۱+ 
ه ور اگر تعریف‌نشده ) < (۴)۷ 
> اگر - ز 


اگر حالت ه ع ور و (0)] داکناد بگذاریم 
۸( (۱+) حد <(ع)] حد 


هم چت »از ن بو 
اس (۱-ز) حد << (1)] حد 
7 جست ول اا ۳ « 


حل چپ پرابر ۱ و حد راست برابر يك است پس تایع در ه ح ,۸ حد ندارد ژیرا 


ححل چپ و داست آن باهم بر ابر نسنتند . 


مقال ۳ حد تابع اک (1)5] را وقتی که ز به سمت ۲ میل می کند پیدا کنید. 


حل: 
۲ ۲ « ۵ ۲ + ۵ 

۱ ۱ 

:_( 6-۳ 

۲ ع- (۲)] < ()] حد 

۲ جب ز 


۱۸-۷۲ حد چپ و حد راست درتابع همو گر افياث 


‌ ۲ رو 
+ 


()] به نام تأبع همو گرا فيك موسوم است و دامنة تع‌ریف 


1 ۱ 0 
لک -)-8-:ط است حل چپ وحسد راست تابع در موقعءی که يف سوت ین 


می کذد با یکدیکر مساوی نیستند اگسر تابع صعودی باشد حل چپ 0 .له و حد راست هم - 


است و اگر تابع نزولی وزن 0 - و حدراست مه + خواهد بود. 


جاح بز 
مثال - کت ۳ < رو دا وقتی که ۱جهد میل م می‌کند (ريشة مخرج) معین کنید. 
1 ۴ 
جون مشتّق تایع ۳ "۷ است دادیم" 
وه - ح ()] حد 
۲ اجب بر 
مه +4 < (()1 حد 
خسن ی 


یعنی تایع بازاء جر حد ندارد و بعلاوه در این مثال (۱)] بی‌معنی است. 


۵۰ 


۲-- حد چپ 3 داست درتابع پله‌ای 
طبق تعریف تابح پله‌ای دادیم: 
و( چه ۱ 015106004 3062 و ]۷۵ 
در نتیجه: 90-۱ [] چیه > 2-۱ پنی وب و ۷۵2۶ 
پس در تقاط به‌طول عدد صحیح 0 خواهیم داشت: 
حد چپ: ۱ ۱ - 0[ حد 
بر 
و[ چس. 4+۱ >> نی بر و ۷62 
حل زر است: 0 << [2] حد 
۳+ زر 
0 (9)] 
چون در نقاط به طول عدد صحیح» حد چپ و داست تابع با یکدیگر مساوی نیستند پس این 
تابع در آن تماط حد ندارد. 


مداد تابع: 


تمرین - حد چپ و راست تابع ()۳۲ع (<)1 را وقتی که ۷۲+ حساب کنید. 


۲ ۲-۱ ۲ ور 
مثال +٩‏ حد ایس ()] را دفتی جت از پیدا کنید. 


حل: چون 1 به‌سمت ريشه مخرج یعنی ۱ میل می کند نمی توان از دسنود زیر استفا ده‌نمود. 
(1)۱ ()1 حد 
اجب ور 
در نثیجه باید حد چپ وحد راست تابع دا حساب نمود. و می‌توان نوشت: 
۱ +2۱ ۲ 
ار بنج 


7 


۲ 
مه - عد (ج - ع) حد -()] حد 
وبم وچ )2 


۵ ۲ 
همم < ( - ع) حرل (عد)] تخل 


هب ۱ جب زر 


۵۱ 


مثال۲-حد تابع ۳۶+۳۲- ۲ ۷ ع- ()۶ دا وقتی که بهسمت يك میل‌می کندبدست 


آورید. 
حل: 2۱ (1)۱ < (۲)۶ حد 
۱ ۱ب 
مثال ۳- حد تایع ۱ +۲ + ۷5۲ - 2 (5)] دا دفتی که مه مر بدست آورید. 
حل: 
0 - ع<(۲۲ت) حد +۲ ۲ ) حد <()] حد 
0 سل جبت زر 0 + چب ور 0 د جب 1 
+ ع(۲ت) . حد عل(اج(۲+۳۵ع) ‏ حد عل( ‏ حد 
سه جوز 0 اس جوز 00 ات چجت زا 
مثال۴- حد تابع ۲+ ۳-۳ ۷ < (1)0 دا وقتی که هه + مر حساب کنید. 
حل: 


سب ۲ لا حد < ۲ +۳۶۰ - زا حد -<(ع)] حد 
د ج- ور 0 چ(- جب ور 0 1 چب زر 


۲۱-۲- صورتهای مهم 
حتماً تا کنون دربررسی مسائل حد به‌صورتهای 


0۵ 
0 - ۵0 و 6۵ « وه واست م - 
۱ 0 ۵ 


برخورده‌اید . این صودتها دا صور تهای مبهم می گویند ؛ زیرا مقادیری که سرانجام برای هر 
يك از آنها بدست خر اهیم آورد معمولا از مسئله‌ای به مسئله دیکسر فرق می کند. سه صورت 


00 ۳ 0 ۳۹ ۰ 
و هه و مه - م قابل تبدیل به صورت- می‌باشند. در زیر با ذ کر چند شال دوش 
0 


رفح ابهام‌ازاین صور رابیان خو اهیم کرد. 


۵-۳ 


تا ی و 


< (*)] دا و قتیکهٌو بهسست هه + میل می کند تعیین کنید. 
00 ۰ 
حل- این کسر به صودت مر" در می‌آید که با استفاده از قضيةٌ ۱۵-۲ و آنچه که در زیر 
مثال شماده ۷-۲ تیم خواهيم داشت: 


۵ 


کنید. 


1 ۳ ۲ 1 
۵ + ۳۹ ۵ ۲ ۵5 ۵ 


"مه + بر ۱ب ۳2 


من ح جب ‏ 
البنه حد فوق دا می‌توان به کمك‌قاعده هو پیتال ( که‌درسال سوم دیده‌اید) نیز باس ت آودد. 


؟ز۲ 


۳ 
سس سس جح ۱ وق که - مس تسس" 
7۳ (1)5 دا دفتی که > به‌سست هه و میل می کند تعبین 


مثال ۷ حد تاپع 


حل این کمر نیز به‌صورت مهم درمی آید که مانند مثال قبل می‌توان همل کرد. 


۲ ۷۲۲ ۷۲ 
۳ و 
۵ ۵۲ ۵5۱ یی د 


00 اب چب + ور 


۴ - ۳۲۱ 


۹ 
۷۲۱ + و و 


حل: سس حد -()]حد 
۱ هجو مهب 


مثال ۴ حدتا بع ()]را دقتی که مه + بر معین کنید. 


۱ 5 ‌د 1 
۲ *دمببم 5+5 


سول 
هم لد جب و 


۳۲ ت 
مثال ۵- رای ۱ ۲ کت( را وقتی که مع + جسیر حساب کنید. 


۷۲-۷ 1۲ 
۳ 


اک مر بر اه ۳۲-۷ حد ععد(ع؟ حد 


س ۲-2 هه + جتو 10-۱ ۷ ۲ من و مسیو 0 + جب- ور 
سس ۱۳ 

۲ حل 

ی 

پم ۱ 

اتاح۳۳ مد ۱+ خی مه ده 

هم مت ال ۱ من تون 
۳ 4 ۳ 

لدع 

پیب 


مثال۶- حد تابسع ‏ - ۵+ ۲ +۳ ۷ (02؟ دا وقتی که بد بهسمت مه + میل 
می کند بیدا کنید. 
حل. ملاحظه می‌کنیم که تابع دد این صودت مبهم است و به‌حالت وه - وم درمی‌آید. 
برای دفع ابها تابع دپیدا کردن حد آن به‌روش زير عمل می کنیم: 
صورت و مخرج کسر را درمزدوج صورت ضرب می کنیم» خواهیم داشت: 
- ۲+۵ + ۷ ِ 
۱ ۵ + جب یز 
۱7۳۳ 
[۶+ ۲+۵ +۳ ۷] ۵ + جوز 
شاک ۱۳ ۱ 
| .جچببم/ 1 0 + جوز 
۵+ ۲۷ 


4 
ا خ و تسس بت 
مه + جس)ر [ ۱ جشپد ی 1 مه 4 جوز 


در تساری ماقبل آخره اژ این مطلب که ۵۴ +۲) د ۲ تم( + چپ تب ۱ 1 


دقتی 6۵ + جر استفاده شده است. 
۱ ۱ 
مثال ۷- حد رت 7 ()] دا وقتی که : به‌سمت‌صفرمیل مي کندحساب 
کنید. 


۳ 


۵ ج. ور 

۱ 2 ۱ ۱ 
ی ۱3 
(۲۱+ )1 (۱ ۲ ) 5 5 

۱ 
!سس حد عد (ع] حد 
ی و جب بر 
۳ 

ی ()] دا وفتی که ۲ به‌سمت ! میل می کند کند پیدا کنیك. 


0 ۳ 
حل- اپن کسر به‌صورت مبهم در می‌آید؛ برای دفع‌ایهام؛ صودت «مخرج کسر راتجزیه 
می کنیم» خواهیم‌داشت 
(۱ + ۱سا از 
(۱ )(۱)... 0-۱ 
عامل مشتر ۱ زرا که درصورت ومخرج باعث حالت ابهسام مسی‌شود حذف می کنیم 


خواهیم داشت: 


0 
حل- ودفتی بهسمت صفرمیل می کند تابع بهصو رت ۳ درمی آید. بر ای رفع ابهام 
دو روش‌دادیم: 


دوش اول- استفاده از قانون هو پیتال. 


۵ ۵ 


۳ ۱۳0۳ ۳ 
سسستتع حول ۳ ِ 
0 « و و سب 
روش دوم استفاده از توابع هم‌ارز- داریم: 
۳ ۳۸۶ 9۳ 
حل ‏ مد - 
ِ بو ۵2 بت زر 
مثال ۱۰ حد تابع وامم ‏ ()1 دا دقتی ‏ به‌سمت صفر میل می کند تعیین کنید. 
حل. وقتی ‏ به‌سمت صفر میل کند اين تابع به‌صوزت مهم مج ۶ ه درمی‌آید. براع‌دفع 
ابهام حنین عمل می کنیم: 


۵۵ 


تمر ین 


3 ۳ عح اب 2 حلد 300405 سس 
9 هب و وج و 


حد تابمهای زیر را در نقاط داده شده بیدا کنید. 


۱ج زر 


۱ چب- بر 


هن چت ‏ 


وج 6 


4ب رز 


بت زا 


۲ ج. ز 


٩‏ چ ز 


۵۶ 


۱ ۱ ۷ ۱ << (*وع حد) ی حد) 
0ج ور 0 
۳ 
۱ ۷ سا جوم با 
1۲-9 
۲ ۴ 
۸ ۲۲ و 
۱ 9 پست‌ ]۲ 
۵۰۲۴ - زر 
۳ 
۱ ۲5۳۹۳ 
۲+ ۵ س آوز 
۱ 
۱ اس جرد با 
۰ 
۱ ِ ۱ جرد -۵ 
۶ (۱+ )۲ 
ق ای ۱ 
۹ 
۱ یس جح :]1 -۷ 
9 ۲+ ۱ 
۳ ۵ + 1۷/6 ۲:5 سا 
3 ی 
۴ سه و 
هیعت ۶ 
۱ اور ی سه 
۱۷۳+ ۷ 


۷ ۴ 


-- ۱ بر / 


۱ 


۲۶- و را چنان معین کنیل که حد- 


بسباشت 


| چب 2 


ی 


1 --+ 


77ج بر 


۰ ۳-2 چم[ -۱۳ 
۱-۳ + ۴6 

هجو ۲۲-۵ -۱۴ 
۷-۶2 

: 5 ۳ 

۱۸۳ 6 ِ ۰ 
۳ 
9 ۶ 

۱2۵ ۰ 
1۱0۵ 
1 ( 

۰ جح :]1 ت۱۷ 
۷۱_09 
۹ 

۰ یت وت :]1 ۱۸ 
4 


یس س:] ه۲ 


‌ 


۷( - 0اه ) جم:] -۲۷۱ 


۰ ۷( ۱ ۷۲-۳۲ ) جت :۲۲-1 


۰ (۱ اس آ)وومم( ۱‏ آعز) :]۲۳-1 
۱ ۱ ۳ 
۱ ۳۹ 4 ۸ ۲۲2 
۸( -- )2 
۰ ه ۸2 4 و رم ۲ 
۲ 608 -- ۱ 
۲( - ۶ 

مگ وقتی که بر بهسمته میل می کیراب 
(0 وه + ۱( 


و 


2۸ 


حد توابغ زیر دا درصورتی که به‌سمت هه + يا مه -- میل کند به‌دست آورید. 


ی 
1-۲ :۶ ِِ 

+ + ۲ - ۵ 

سسسس جسلو:] ۲ 
۷ + یز 

۱ + ۷ -- آز 

مت وس :]1 ۷۹ 
۴ ۳۲ 


او و 
1/۲۱ وچ از اجرنق سوم 
+ ار رن ۳۲ 

اد ود ۱ ۷جسمز] -۳۳ 
۴ ۷ ۲۷ از جسیز) -۳۴ 


۷ ۲ 

ِ تیه ِ ای ۳۵ 
۱ ۲-۵ ۷ 
با 

سپس و (:] ۳۶ 


۲ ۷ - بز۲۷ 


را کر ۷ رد یز ۷ جسر:] ۳ 


92-۳۸ 9 دا چنان مین کنید کهه < (0 - ۵ - 14۱ - آیر ا) حد._ باشد 


۳۹ 


0 ات 


۴۳ 


۱ج بر 
: 
وس سستت- 
اک س جبت 5 
۲-4-۸ >( 
۷ سب جست 
۶۷ -ب ۳۹۹ 
0 سل بت سس 
۱ ای بو 
۳ 
*- مب و 


پیوستگی تابع 


۲۲-۲- پیوستگی تابع دريك نقطه 

موضوغ گرا تابع را درسال سوم دیدهاید. اينك آن را یادآوری می‌کنیم. 

تعریف تابع ] دا در نقطةٌ ,» پیوسته گویند هر گاه سه شرط زیر برقرار باشد: 

ا- ] دد ,6 تعریف شده باشد یا به‌عبارت دیگر 621 ۶ 

۲- وفتی ‏ به سمت ,5 میل کند تابع ؟ حدداشته باشد. 

۳ این حد برابر مقداد تا یم در باشد یعنی (,)1< ()] ۳ 

, ۳ ٩ 
تذ کر :با توجه‌به تعر یف‌حد می تون تعر یف پروستگی دا بر حسب‌نمادهای0 وذ] چنون بیان داشت:‎ 
۷۵2 ۰3 ()]اجسن > وحن‎ - 1), (>۵ 

توجه کنید که دراینجا شرط | > 0 حذف شده است زیر ا؛ 

اولا: ] در .1 تعر یف شده است. 

ثانیاً: طرف دوم استلز ام فوق به آذای ,رت بر به صورت > ,۰( ,)| دد 

ی آید که يك نامساوی درست است. / 


2 
مثال ۱ - پیوستگی‌تایع ۲2۷-۳ - ابر (06) 1ج ی را درنقطه ۲ ,2 بردسی کنید. 


حل: اولا- دامنه تعر یف 1 دم( و  ۲(۶‏ ک 

انیا ۱ ۳ (21)۲< (,5)؟ 

ثالثا- بسچ پر ۷۲ (۳ + ز۷- آع) حد عد (] حد 
۲ «ب و ۲ جوز 


چون ۳ د (۲)] < (1)2 حل 4 می با شد تابع درسطه ۲< ,5 پیوسته است. 
۲+-2 


1۹ 


۲ وک ۱ و 1 
مثال ۲ پیوستکی تابع (:)] چس| 5 را در نقطه ه ع< , > 
جریا ور( ۱ ۱ 
بررسی کنید. 
حل: اولا- دامنهٌ تعریف 1و( و 2۰61۲ ,1 
انیا ۱+ 0۲ (1)0 > (,5)] 
۳ ۱ (۱۷۰) حد. لیر حد 
۳ ۱ و بر ۳ وچ 9 
2۱ (۳+۲۱) حد ع(ع0] حد 
0ج با 7 و چت ر 
حجرن ۱ (1)۰ << ()] حل ()] حد ‏ است تابع در نفطهٌ ۰ < م1 پیوسته است. 
و بل وچ و 


آ- پیوستگی چپ 
تعریضه تایع ۶ که ددی ,9>5 و [ی5 د 2[ معین است. ددتفطهٌ ,6 پیوستگی چپ‌دارد 
هر گاه وقتی که زر ازسمت چپ ید سمت , 5 میل می کند. حدتابع برابر (,)؟ باشده یعنی ب 


(,1)۶ع- (] حد 
7-7 جرج و 


۶۰ 


[[- پیوستگی راست 
تعریف- تابع ]که روی >,۲ 0۰ » ,5] معین است. در لقطه ,1 پیوستگسی راست 
داره هر گاه» وثنی که ازسمت راست به‌سمت ن 2 میل می کند» لب تا بح‌بر ابر ,)1 با شدینی ؛ 


(,1)5ع (5)) حد 
جرج از 


تد کر: اگر تابمی در يك نمطه سوصته تباشده آن راکسسته یا منفصل ۳۱۱۳ 


۲۳-۲ حالتوای انقصال (یا ناپیوستگی) 
الف وقتی که تابع درئقطة , معین نیست, 


۳ ۱ ۰ سك 
مثال ۹ نابع چم < (1)8 در نقطه ۵ << ر پیوسنه ثیست ریرا (م)1 تعر یف لشله اسمتا. 


> ۸-۱ ْ 
هنال ۰ تایح 0 هم در ثمله ۱ <- , 2 و سته نیست ذیر ا(۱)] 
۱ ۲1 


تعریف شده است. 


۶۱ 


ب. تایع در نقطه حد ند‌ارد يا داراي حد. چپ و راست متمایز است. 


مثال ۱- تا بع پله‌ای (۲۶ د (1)5 در نقطه به طول عدد درست ظ ؛ ,13627 ,5 کته 


< (0)] < (,*)] 
۱ 10 < ()] حد ۰ 98 (28)؟ حدذد 
77ج وا ۱ 


حد چپ و راست تابع دراین نطه ازهم متما یز ند دلی جون ظ < (1)۳ < ()۲] حد است 


۳ 12ج و[ 
۷ 


می‌گویند تابح دد این نقّطه پیوستگی راست دارد. 
۲۱۸۱ 


مثال ز کت تابع ۱-1 ۷ 2 )1 در. بفطه 2۱ ,6 پیوستگی جپ دارد. زیرا: 
[000۱ - [ < م(] و  ۱2](‏ ,۲ 
ه ‏ (۶1)۱ (,5)؟ 
ه -< 6 - 1۳۱ سجید (1)] رل 
7 اج 7 اجب از 
این تابم حد راست ندارد زیرا 2 نمی‌تواند از مقادیر بیشتر ازيك به‌سمت‌بك میل کند 


در شیجه ه < (08] حل < (۱)] بوده و تابعم درنفطه ۱ < ,ی پیوستگی چب دارد. 
7 ۱ج 2 


۲۱۱ ( - ۷1-۷" 


مر رد .۰ ۲ ۱ 
بزد کتر از صفربه سمت صفر میل می کند ۵ + و . .. * اه بدون اینکه به‌سمت حدی میل 
1 


کند بین ۱ - و + نوسان می‌نماید. ۲ 


ج- تابح در لقطةٌ ,عر حد دارد دلی (.5)] يا معین نیست یا برابر باحد مزبود نیست. 


> -- ۲ 
منال ۱ تابع ث#-۳ > (1)1 در نقطه ۱ << مر حد دارد دلی(1)۱ تعر یف 
+1 


0 


> ۰ 1" ۲ ور 
مثال ۲دتایع ۱ ۰ ۱+ - ) ع (1 در نقطةٌ ۱ عت ور حد داردولی‌با ۲ > (80۱ 


۱ 2 » 1 
برایر نیست ۲ عد (۱)]عده د (5)؟ حد 2( حد » درنتیجه تابع درنقطه ۱ ,6 
۳ اجب ور 7ب زر 


منفصل است. 9-1 


۷ 2-1 


ره 


۲۴-۲- - قضابای پیوستگی 

قضیة اول- اگر ] و 8 ددیر پیوسته باشند ع + 1 نیز دد مد پیوسته است. 

قضی ۵٩5‏ اگر ۶ دز پیوسته باشد ۸1 نیز در ,1 پیوستد است (۷(61). 

قضیة سوم- اگر ] و ع در و پیوستة باشند» تابع ع.] نیسزدد ,2 پیوسته است و اگسر 

3 

۰ <()8 2 نیز در م5 پیوسته است. 

نتیجه- تابع > ع (6)] ددهر نقطه پیوسته‌است ۰ بنا برقضیه(۳)تابع هیر ح (ع)ع (ونامفی 
است) نیز چنین است. از این‌رو بااستفاده ازتعاصیت‌های (۱) و(۲) می‌توان گفت که هرتابع چند 
حمله ای: 


بیوسته است. ۱ مج و .2۱4 2 وج ج نورق ع< (1 


به همین تر تیب می‌توان گفت که هر تایم کسری گویای ی < ()] ددی دامن تمریف 


بعنی برای ۰ع<(:<)() پیوسته است. 

توابع قدر مطلق و و ع ()1 و ومع د ()2 درتمام نقاط دامنه تعریغشان پیوسته‌اند. 

قضية چهارم- اگر ] در نقطه ,:ر پیوسته و درهمسایگی آن مثبت باشد» ]1 نیز دد ,3 
پیوسته امست. 

قضية پن<م- اگر ] درنقطسه ,یز و 8 در نقطةٌ (م,:1)] عت ولا پیوسته بساشنده تابسع مر کب 
۲ عه 0 دد ,1 پیوسته است. 

نتیجه- با استفاده ازمطا لب بالاء ممکن است بردسی پیوستگی يك تابسع دلخواه ] را به 
بررسی پیوستگی توابع مقدماتی (مثل‌تابع توان» تابع مثلثاتیء...) که ۶ با استفاده از آنها ساخته 
می‌شود بر گردانیم. برای مثال تابع (چ۲-عرنی))«بو-ر : ] پیوسته است» ذیرا تس ر کیب دو 
تابع پیوسته زیر می با شد. 

(۲ + ((0) ووزع جسست (0 4 بززن) جسس ۳ 


۲۵-۲ پیوستگی تابی در يت فاصله 

تعریف ۱- تابععرا درفاصله ]دا و 2[ یا ]مه + و 2[ پیوسته گویند درصودتیکه باازای 
هر نقطه به‌طول 1 متعلق به‌اين فاصله پیوسته باشد. 

آعو پف ۲ تابع] را درفاصله >> ۰ 0۲ + 3] پیوسته گویند. درصورد تیکه: 

الف: در فاصله ]و و 2[ پیوسته باشد. 

ب: در تفه بطول 2  <‏ پیوستگی راست داشته باشد. 


۶۴ 


[0 


مطه ((2)] و ج) ۸ که متعلق به‌نمودار تابع است به نمطهٌ توقف موسوم‌است. 


نقطه ( ۷ و ۳ که به‌نموداد تایع تعلق ندارد به‌نقطه حد موسوم ایکا 


تعریف ۳ تابع ] دا در فاصله وک>ج و [9 و 2[ پیوسته گویند در صورتیکه : 

الف - در فاصله با ] وا و 2 [ پیوسته باشد 

افتانط در نقطه بطول وا < ز پیوستکی داشته باشد . 

تعریف ۴- تابع ] را درفاصله د> و [دا و 2] پپوسته گویند درصورتی که: 

الف- در فاصله باز ]وا و 12 بوسته باشد. 

ب. در لقطهةٌ به‌طول 2 پیوستگی راست و درنقطه‌به‌طول 9 ع< ‏ پیوستگی چپ داشته باشد. 


تقاط به مختصات رو ۰ 9 را تقاط توقف مودار تایح می گو یند. 


قضیه- | گر تابع ؟ ددی [د د 2] پیوسته ویکنوا باشد. معکوس‌پذیر است وتابع معکرس 
آن 1 نیز دوی [(ظ)؟ و (109] پیوسته ویکنو است (اين قضیه دا بدون اثبات می‌پذیر بم). 


۶۵ 


مثال ۱ تاب 5۳ < (1)5 دوی 13 پیوستهو یکنواست پس‌تابع معکوس آن ۳ () 7۱] 
نیز روی 13 پیوسته و یکنو است, 
مذال ۲- تایع 5 2 ۷ در فاصله [ج و 0] پیوسته و یکنواست تایح معکوس آن: 
و يا رومو۸۲0 س لا نیز درفاصلةً [۱ س و ۱+ ] نیز پیوسته ویکنواست. 
مثال ۳- با استفاده از قضایای پیوستگی؛ پیوستگی هريك ازتوایم زیر دا در طسول دامن 
تعریفشان برزسی کنید, 
۲ + ۵ (1 سالف 


ی 
> ۲+۲۱ ع (1)۳ - جح 


۴ ۲ 
(۱ + )1 (0] 
۳ ب رت و ه 


ت < (8؟ - و 


ئ‌ 
۱ 


الف- 6 يك تا بح حند جمله‌ای است که زوی معین و پیو سته است. 


ب ] يك تابع خارج قسمت است که وی دامنه تعریفش (۱- و ۱ - ۲ ع-م(1 


پبوسته است. 
1 
ج- تابع ۱ 6 نت () 11 سر روی +1 بیوسته است و 
۳ 
مسب («)و جر روی (۲ - و 8-1۲ 2[ پیوسته است. درنتیجه تابع #روی 


است, 


(۲۷- و ۲ 8 < و(]۱] 1 - م۲ پیوسته است زیرا از مجموع دوتابع پیوسته تشکیل شده 


د - تایسع ید۷ ع () تا چ ‏ دوی ]مه + و ۰] < م12 پیوسته است تسابع 


ظ ۱ 
( عت (6)ع ج- بر هم روي و1 پیوسته است در شحه تابع 1 رودی ؛ 
]همم د ۴ ۰ <- و۱12) (1 - م(1 بسوسته است زیر ا از حاماضربت دو تابسع سوسته دودی 
۲ + و ه] م1۳ تشکیل شده است. (تابع ] درنقطه‌ای بطول ه  --‏ فقط پیوستگی راست 


دارد زیر ا سمت چپ ه ده ز تا بح تعر یف نشده است. ) 


۶۶ 


1 
ات تابع قدر مطلق | ح (ع) ]سر روی 1 < 1 پیسوسته است و تابسع 
8 ۱ 
۲ عد (1)ع جر هم روی ٩‏ ع< م(1 پیوسته است در نتیجه تابع ] دوک 12-16 پیوستهاست 


زیر | از و دور تابع بو سته تشکیل شده است. 


ظ 
و - تایع قدر مطلق اعد (11)1 جر روی 1 و12 پیوسته است و تسایسع 


5 
۷ < (0)۷ جر هم روی ]م6 + و ه] < و (] پیوسته است و می‌دانيم حارح قسمت دو 
تا بع پیوسته وقتی بو سته است که 2۰ (8)5 در نتیجه تابع ]روی» 
]0 +4 و (ه عد (8)۸) - ی(۱1] و1 ع 1(۶ وسته خو اهد بود. 


تمرین 


الف- پیوستگی: سائل زیردا با مراجعه به‌تعریف شمامه ۲۲-۲ (بدون استفاده از بحت 
د) حل کنید. 


و سا 1 
۱- نشان دهید که تابع ی در لفطهٌ ۱ ,1 پیوسته است. 
۲- نشان دهید که تابع ۳ ۲ ور زگ در نقطةٌ ۲ < ,5 پیوسته‌است. 


۳ شان دهید که بر] در نقطة ه < ,زر بیوسته است. 


۲ 
ت ۱(۲ + >و) 


۴ یشان دهید که تابع 9 :]1 در لفط 1 گ بو سته است. 
۵- شان دهید که تابع (۵ + )(۱- ) ج] در نقطهٌ ۱ < ویر پیوسته است. 


۶ شان دهید که تابع 4 ۳۱ جسز*] در لقطه ۲ < مر بوسته است. 


اگر ۲عبد |۲۷ را 
()1 


۷ تابع ] به‌وسلهٌ دستور زیر داده شده‌امست: 


اگر ۲ 6 ۱ 
پیوستگی تایم ۶ را در لقطةٌ ۲ < ,۲ بررسی کنید. آیا در نقط مز بسود پیوستگی راست يا چپ 


دارو؟ 


۶۷ 


" ۸ تابع ] به‌وسیلةً دستور زیر داده شده است: 
اگر مک جر 
< (1)8 
اگر هجو ۲ ۱ 5 
پیرستگی تایع ] دد نقطةٌ هد بر را بررسی کنید . آیا در نقطهٌ مزبور پرستگیراست ۷ 
چپ دارد؟ 


- تابع 1 به‌وصیلة دسئوردیر داده شده است: 


اگر ۱ج ۷+۲ 
اگر > ۲۲-۰۲ 4 < ()] 
اگر ۱ << ز » 0 

پیرستگی این تا بع را در نفطهٌ ۱ 2 ,1 بردسی کنید. آیا در نقطة مز بور پیرستکی راست با 


دار و؟ 


6 اسر تابع 1 وس دستورست 1 و ۲ ود ( 0 داده شده است پیوستگی 


11 | در ۱۳۳ ح- 1 1 1 مه 
فر ۰ د 6 برزسی کرده ونمودار آنر | درصفحه محورهای قائم رسم تن 


۳ 


۱ همان سوال له ۱۰ برای تا ع بادتود: + ۳( 


۲" تابع ] بادستور زير داده شده است: 


اگر ۱ ۳ 
<- 6 عد ()] 


اگر ۱ ع< ۲ ۳ 


پبوستگی تا بع‌رادرنقطةٌ ۱ < , 5 بررسی کرده ونموداد آن را درصفحة مختصات قائم‌رسم کنید. 

۳ تابع ([] -) < (5)]جسحج:] که درآن [:ر] بزرگترین عدددرست کوچکتر یا 
مساوی 1 است مقروضی است؛ 

پیوستگی اين تابع را در فاصله ]۳و ۲] بررسی کنید ودر فاصلةٌ [۳ و ۳-] نموداد آن 
را رسم کنید. 

۴ همان سوّال بر ای تابع 7 


4 
۳۹۳۹ یس )۰ ] 


۸ 


۵- همان سژال برای تابم : 
[2- ] +4 7ج سور 


۶ تحقیق کنید که آیا تابع ذیر در ه < ,3 پبوسته است؟ 
7 
اگر ه ریز » ی 3 
۹ 


اگره یز ه حد (1)0 
نی و ره 1 
۷- پیوستگی تابح اس ۷ + یرس (:)]جسس یر را درنقطه ۱ < ,1 بررسی کنید. 


()]جسر مفروض است پیوستگی این تابع را در 


۰> ۱+ ۲ 13 
۸- تابع 


۰ ۲۲ زر 
نفّطه ۵ < , 2 بررسی کنید. 


۱ 


5 0 5 -- سس یس 
ان ی (۲۱+ )5 

۳ ۵ ع ور ء ۱ 
این تاپع را در نفعله ۰ 2 ,1 بردسی کل 


(2)[جسر مفروش است پیوستگی 
7 2 

۰ نشان دهید تابع 7+ 13) مه (2) و جسسر در نقطه جع پیوسته است. 

۱- شان دهید تابع (۳ + (5))جس در فاصله ]۲۲۵۳ پیوسته است. 


۲- نشان دهیدتابم (ع)۳ < (2)جسسر در فاصلةٌ ]۳و ۲] پیوسته‌است. 


4 
۳ تابع ۱ > و 5 سه 0 عد (9)5 8 ) جح مفروض است پیوستگی این تا بع‌را 
۱ < ۶ و ۷-۰۱ ع (20 


5 ۲ 
در تق ۱< ,1 بررسی کنید ونشان دهید که تا بح ۱ - یز /1 عع ()] جیر روی دامنة تعریفش 


هت رش ۱ را بدست آورید. 


۶٩ 


۳- تایع 1 درخ با ضابطة هیر » |۷۱ رم 
۱ مقروض است. 


۰ (0)؟ 
الف- حد (1)5 وفتی که به‌سمت صفر میل می کند چقدر است. 
نیب نشان دهید که ] در ه .5 پیوسته است. 

ح- نشان دهید که ز روی +1 پیوسئه است. 

ه - نشان دهید که‌تابع معکوس ‏ برابراست با:  7(8|‏ ()۳]. 


توابع مشتق پذبر 
الف. مشتق 
۱-۳- هشنق دریات نقطه 


فرض می‌کنیم تابع ] ددی [9 و 8] معين و ددنقطه [ و ]5,6 پیوسته باشد. 


(,)؟ سس (د)1 
۳4 


می کو یند تابع ] درنقطه مشئی بذبر است» اکر نسبت 
0 تب ور 


وقتی که ور به 
سمت ما میل می کند» دارای يك‌حد باشد, این حد زا مشتق تابع ]1 دد ,۲ می‌کویند و بهصوزت 
زیر نمایش مي دهد : 


اک( یر 


-ِ (,۳)5] 
سس زر 


۲۰ چس 


منال: مشتّقی "بح ع لا عد (5)] در ۱ م35 عبا رت است از : 


و وی وت سا وت متسه 


او اسر از 
۱ ۱ (10۱- (8)] 
س جد ب مد حد ‏ (۶)۱ 
۱ 1 ۳ نت بر 
بنا براین دادیم: 
۱ 
عد هت ۱ 
(۲)۱؟ 


۲-۳- تعبیر هندسی مشتق 
اگر ((,1)5 و ,1۷],)5 يك نقطه منحنی نمایش تابع ] باشد می‌دانيم که نسبت 
(و)؟ - ()1 ۱ 
0 نمایش ضریب زاویه وتر ]۷,1۷[ است که ((0] و ]۷[ نقطه‌ای نزديك به ‏ 
۰ است اگر جوز آنگاه(, )وج ()] زیرا ۲ درنقطه ۱۷ پپوسته است, حد نقطه ]۷[ نقطه 
است در این صورت حد وتر ۷,1۷ مماس ]۰ ]۷[ است. 


۷ 


بنا براین تعبیرهندسی مشتق تب در نقطه 1 » برا برضر یب زاو یه حط مماس در , 6 است.یعنی : 
(,1)5< 00 ضریسب زاویه خط مماس در نمّطه 5 


به (,)"] عدد مشتق در ,1 می گویند. 


۰ یی 
۳-۳- نقاطی که مشثق در ! نها وحود ندارد 
چندین حا لت است که تابع 1 در .5 مشتق بذ یر فیست, 
[- وقتی که عدد مشتق دد ,1 بینهایت‌است یعنی: 
(.ظ)؟ - (5)؟ 


وم سب پا وم سل < 
۳ - 5 


حد _ » دراین صورت تابع 1 در .7 مشتق ندارد ومماس 
سح زر 


و 


برمنحنی دراین نقطه موازی محور لوهاست. 


هه - ح< (() حد (ط مه + ت (1)8] حد (2 
ج ال جسه ار 


‌ ۰ 


مت تس ۱۳ 
مثال: تابع۱ - 1/6 ()) در نقطه ۱ ع< ,5 مشتق‌پذیر نیست »ذیرا : 


و ۳ 
9( ۱ كٍِِ هام - ۷ ی (,۲)5 - (15 
سم 5-۱ .وچ پر ۹ ,5« 


۷۲ 


[- وقتی که عدد مشتی راست در نطه ‏ باعدد مشتق چپ در این نقطه‌مساوی نیستند یعنی 


2[ مشتق راست در نقطسه م1 عبارت است از: 


])( -۶)5,( -[ 

5 

مشتق چب در نقطه ,۶ عبارت است از: ۱ 
۶,0 - (؟ 

8 6 ش ۱ 


الف: اگر [ و "1 بینهایت نباشند. منحنی (4۶) نمایش تابع 1 در نقطه .۲ دارای دو نیم 
مماس انست. نیم مماس زر است و یم مماس چپ در این جانقطه, را نقطه زاویه‌دار می نامند 


مثالی: تا بح |عماواح (5)] درنقطه ه عه ,بر مشتی پذیر نیست» زیرا : 


سس از بو رد( 
بت ف9 جر ححل 9 ( 2-10 () 1 لب 
9 ن جبت. ‏ م5 5 ویب ۲ 
ی 8 (5)] 
وی تچ (*10-() 
ات ۳ ی چجسه ز 2 هب-2 


وش 


ب: اکر [ و "1 بینهایت‌باشند منحنی (4) نمایش تابم ] در نقطه ,بر دارای مماسی‌موازی 
محورهاست مانند شکل‌های زیر. نقطه ,]1۷ دا نقطه باز گشت متحنی می گوبند. 


مشتق راست: مه - - [ ّ# مشئقر است ۰ مه + - [ ۷ 
مشتق چپ: هه + - ۲ مشتق چپ : مه - 2 


۳ ۱ 
مثال: تأبع ۳۲ - ۲ ۷ سس (*)1 در نقطه ه سب 6۰ مشتق بد بر نیست» زیرا: 


۳ 
نت ۲ و - ()1 
تا ۳۸ ۶ / سول _ (,165- ()1 -<[1 
وس 5 ۲ وج و ین ن چب 1 
۳ 
۶ و جبت ز 
ها ی 
مس وا یر (,1)5- (0] 1 
ه 7 77 و چست ‏ مس کر نج از 
۳ 
‌ِ» ن جست و 


در این صورت نقطه((ه)]و ۰) ]۷[ دا نقطه‌باز کشت نمودار تابع می‌ثامند 
۰( ()1 


[]- وقتی که نسم 1-5 


حد ندارد (حد آن نه يك عدد محدود است و ن.ه 
بئهایت و حد چپ و راست هم ندارد). 


۱ 
ه رد » - ۵00 


مثال: تابع 1 (16)] در نقطه ه عد , 2 مشتق پذیر نیست 


ه حد ۸ 4 0 


۷۴ 


۱ 
۲ ۱ 129 6 ( ۷ 
. یی حد ا ۳ ی 
هب وج-وز ۳ هچب یز 


قضیه - اگر ] در .6 مشتق بد یر باشده ] درنقطه ,5 پبوستّه است. 


(عکس این فضیه درست یست یعنی ممکن است که تابع در یگ نقطه پدو سم باشد ولی در 
آن لاطه مشتق پذ یر نباشد). 


۳-۷ مشتق روی يك فاصله- تابع مشتق 
تعر دف- م ی گو ئیم تابع ] روی [ ۶ ۲۵ مشتی پذیر است» هر گاه: 
اولا: (,17)25 برای هر ]9 و 62[3. وجود داشته باشد, 


ژانیا: ۶ در چ از طرف راست و در 9 ازطرف چپ مشتق‌پذیر باشد. 
در این صورت می‌تو ان تابع مشتق را به‌صورت ذیر تعریف کرد: 
1ج[ و )] : 1 


(و) ۴ ج له بر 


مثال: تابح 1و صد [102 روی [(۲ و ه] مٌ مشتق بل بر است وتابم مشتی مشتق آن عبارت‌است از 


"دوم -< ()17 ذیرا 
و سس و )1 (1)2 
را 5 6 


,6 سس کر ۱ 
۲ از 0 911 3 رل ۲ ۲ 
موی مس سم سس مس و تست وج ات دی و و ۳۳ 
۹ -- کل ز 
۳ ۱ ۱ 
در حد ؛ جمله اول این حاصلضرب به‌سمتت رگ میل می کند. بنا بر این دادیم 
- (06] 
00۸ حد » [۲7 و 6۰ ۷۸ 
۰ ارت ار ‌ 
۴ 6ج ور 


۵ 


۵-۳ محجاسه مشتق 
جون طریقه به دستآوردن مشتقهای و ی ۱ در کلاس سوم خحو | ند ها یل ازدکر آن 


خحوددادی می کنیم. 


۷۵ 


۶-۳ چند عمل روی تابعهای مشتق پدیر 
فرض کنیم ]و ع دو تابع مشتق پذیر دوی [9] و :ع] باشند. 


قصیه ۱- مجموع دوتابع مشتق پدیر يك تابم مشتق پذ یر 


۳3 


است وداریم : 


قضیه اٌ- اکر] مشمّق پدیر د 2۶۲ باشد ,2 مستی پذیر است و داریم 


مهم 


قضیه ۳- حاصلضرب دو تابع مشتق پذیر» يك تابع مشتق پذیر است وداریم : 


سس وی سس 


| ؟ع +و- (جز) ۱ 


10 ام يكث تایع مشتق پذ برء يب تابع مشتق پذیر است وداریم: 


تسیجه: توان 


11 ۱-و- ی ۱ 


قضیه ۴- اگر ۶ و ع مشتق‌پذیر باشند» نیع یه هر جاک ۰ ع<()ع باشد مشتق پذیر 


است و داریم : 
1 - 18 1 
قضیه ۵- تر کیب دو تابع مشتی پذیر ]و ع يك تابع مشتق‌پذیر است و داریم: 
۲ 


برای اثبات نمودار زیر را درنظر می گیر یم : 


96(۷۰۱)-(هزا و < 2 سم ۱ 21۱۷ ۷ ۳۹ ۷ 
0 
9 


از آنجاکه ] درد .2 مشتق‌پذیر است داریم: 


.6ج ی 
د چون ع دد ,۷ مشتق پدیر است داریم: 


1۴ 


801( مر 


2 
ی / ,۷ 
واز طرف دیگر بنابر تعریف مشتن دادیم: 
مس ()( 
(,۵9۹(۵2)- (20#()2) حد - ((00ع) 


۲ج ور 
8000 له یر رز 804652( یر 
-- کز ٩‏ 


کج و 6ج+س و 


اطه رات 
وزج یز ِِ ۳ 


)1 ()1 
دز 


با توجه به بت داریم: 
(مک) ۶ (, 81 (,) (201) 
ا بطوکلی دریم: | ۷-16۵ ۰ (۴ ب ()نع - ( ۸ (0۲ع) 


___ِ« 


وهمچنین 


1 ۷-۵00 ۰ 200( ۲ - (م (ومت) ۱ 


مثال ۱- تابع‌های 1 و 8 ای ۰ ()] و ۱ و (۶)ع داده 
شده‌اند مشتق تابع 201 را تعیین کنید و حاصل مشتق دا به ازای ۳ -< زر بدست‌آورید. ۱ 
حل: 
1 ۷ ۰ (۲۳< )2 ع رم (01ع) 
۲ (ل) 2 ۱- 2 (۳)ع 
3 رل 5 سد (00 ع< 7۷ 
۱(۲-) ۷ ۳۲ 


تس بر آو۲ - وم (]مع) 


۳۷ 6۲-۱۳ 


۷ (۴)۲-۱ < ()(01ع) 


۳ ۸ 
(۱- )۷ ی 


۱ 
۶ج 1٩-۱‏ ۳ # + هم 9مع) 


۷۲ 


۱ - ۳۶ 
/ 
7 ر! سبت به ‏ تعیین وبه‌ازای ه ع< یر آنرا حساب کنید. (01()۶ع) > .2 


هلال ۲- تایمهای ۲+۱ ۷ ع  ](‏ زو (1)ع < 2 داده شده‌اند.مشتی 


د ۵۱ ۲۷ 2 2 
۱ 

کم .تفت ورس ۳ 

۷" 


۱ ۱ ۱ ۱ 
2 هه و محر زد 2۳ رم تفج 
 )۲۶+۱(۷ ۸‏ ابو ۷ ۲ 5 ِ» 
متال ۳- تابمهای ] و ع با ضابطه‌های ۲+ ۳۶- ع (ع] و 2۱-۲ (20 داده 


شفء‌انك. 


۱ (2۳)۰ و 


الب - مشتق تابعهای ()(]20) ,2 (08()5؟) عد 1 دانبین وبه‌ازای ۱ < پرمقداد 
هر يث زرا حساب کنید. 

ب- تابعهای مر کب (0]()8ع) .2 و ()(08؟) < 1 داتبین وبا نمیین مشتق هر کدام 
درس فرض الف راکه حل کرده‌اید امتحان کنید, ۲ 


حل. الف: 
۷۹۸ ۰ ۲« وع 2 ۰ (0](6ع) <,2 
۳- ]1 » ۷+ ۳ - حه (1)] 
دوع ۰ ۱-۲ ()8 
۱ ۶ - ۲ (2)۱ ۱ (۲ + ۳۳۲)عع وخ ۳ بر ۲ 7 
(۶۵0 ۱ ۰ ع ۰1:1۷ ۰ ()(1۲<)108 
۲ سب < پراق » ۳ ۱ ()8 
۳ و1 ۷۲۲ ۳۷ - عد (0۷] 
| ع-(۳ | رت ۲ سس بر ۳ بت پر ۳[ 

حلب ب: 


۱۲۲-۳ ۲ عه ۲(۲ + ۳5-)- 2۱ [(*)1]ع ع ()(01ع) - 7 


۱ 2-۱۸۱۷ | ۰ ۱ 20(- -۶ ۱ 


۳۳۶۲ ۲ +( - ۳)۱- - [()8 ]۶ (2)(ع608) - ۲" 
۱ سکلا : ۳-۶ | 


۷۸ 


آمرین 


1 
۱- مشتق بذیری تایع !سر ۷ ()]< را در نقطه ۱ عد .5 بررسی کنید. 
2۱ 1۲-۱ ۹ 
۲- تابع ] در باضا بطة ()] جیر منروفی است. 
> ۷۱-7 


اولا: مشتق پذیری تابع ؟ را درنقطه ۱  <‏ بررسی کنیك, 
ثانباً : مشتق تابع دا حساب کنید . 
1 
۳- مشتق پذیری تابع (۱(۲0+۲- )۷  ])(‏ را در نقطسه ۱حه زر 
بررسی کنید. 
۴ مشتق پذیری تایم (۷2 - ۲ عد (5)] را درنقطه ۲ عد ,5 بررسی کنید. 
۵- دوتایع ]و ع به‌ترتیب زیر تعریت شده‌اند: 


۲۶۲-۲ ع (ع)ع و 
الف- هريك ازتابمهای : 102 و ]0ودا تعیین کنید. 


۱ 
(ز 
بب مشتق آنها راهم مستقیماً دهم با استفاده‌از فرض الف تعیین کنید. 
تابعهای ۲ و ع به‌صورت زیر داده شده‌اند: 


- آ ع (کاع و وم + ماهس (2)] 
«شتق هريك از تابعهای ع0] و ]6ج دا تعیین کنید. 


۳ ۱ ۱ 
۷- مشتق تآبع 1 و2 (ع)] را حساب کنبد و از -آنجا حاصل جمح 
زیر دامعين کنید. 


ور مج ۳ج ۲ج اه 5 


۸- به‌فرض اینکه تابع ؟ مشتق داشته باشد» مذتق اول ددو) هسر یلك ازنا جهای (۳)] و 


(۶)2۱ و ۲ زان ی 


۳ توابع ۱ +۲۵۲ اب (1)] و ۱ مد ۳ (01ع داده شده‌اند. 


مطلو بست تعیین تابمهای ع0] و 20۶ دسپس مشتق هريك ازآنها را به ازای۱ عد ) حساب 


۳۹ 


۰ - دوئابم ۲ + ۳ - ع ()1 و 1 + ۲۱/۲ عد (1)ع داده شده‌اند. 
مطلو بست تاببهای 0۶ج و 102 و محاسبةٌ مشتق هريك. 
۱- دو تابع و ] به‌صور تهای زیر داده شده‌اند. ‏ 


۲ جمن ۲ ۲۲ و < ( و ۴1 < ()1" 
الف- مطلوبست تعیین تابعهای: 01 و ط0[" 


ِ ۲ ۳ 
پیب مشتق هريك از این دو تابع مر کب را تعیین وحاصل هريك را 2 زر ادیان 


قضیه ۶- هرگاه تابع («)1< زدوی [9ا و 2] معکوس‌پذیر با مشتق مخا لف‌صفر باشد, 
تابع (۷)ع < 5 معکوس آن روی [(1)0 و (2)]] مشتق‌پذیر است ودادیم: 


۱ 
(۵0 ۰۶۳ | 2۳00 ()ع 


برای اثبات طر ح زیر را درنظر می گیر یم. 
نآ ون 
9 


< ()(01ع) 


از طرفین با توجه به‌مشتق ت رکیب توا بع» مشتق می گیریم. 
(1) ع <8]10(1 < (201 ۰ 2۱ (۳۵ ۶ ()(201) 


2۱ (۶) ۰ () 2 
(۵)۲ع بر ۰ جج- ()ج )۱( 

یعنی مشتق تا بع معکوس؛ برابرعکس مشتق تابع است ویا 
)5 7 وت - (۲ )1( 


یواست 


و سس وت زب تون سس وس دم 
۹ تابع )2 ]1 ۷ در ماصله [و « ۲0 وقتی معکوس پذیر است که در آپن فاصله بیوسته و 
یکنرا باشد. 


۸۰ 


4 ۱ 
اگر نماد را برای مشق ۷ فسیت به »ر (یعنی (ع()1۳) ونماد دابرای‌مشتق پونسبت 
به لو(ینی ()ع) به‌کاد بریم دابطهٌ (۱) و (۲) دامی‌توان به‌صورتهای زیر نوشت: 
۱ 
ار 4 سب دیاز 
۸ / ّ 


1۳ 
مج له با ج< (ع) 


سیم 


))-۱( - 


سس اس 
1۳017 


مثال اب تابع ] به صورت زیر داده شده است : 
7 
1 2 ]7 [ ۱ و ۱- ]6 د (<)] عه ۷ 
الف مشتق تابع فوق را به كمك مشتق تابع معکوس تعیین کنید. 
ب. معاد له تابع معکورس را بنویسید ودومنحنی دا دريك دستگاه مختصات دمم کنید. 
حل- الف: تابع داده شده‌در فاصلهٌ [ ۱ و ۱ -- ] پیرسته‌وصعودی است پس‌معکوس دارد و 
تابع معکوس آن لمع ور است که در آن او متفیر مستقل و بر متغیر تابع است یعنی : 
۲ 7 
[ ۵ دعر موه 
۷ 2 ۱ ۲ 
سس 
> 
4 "37 1 ۲ 
بافرض > از که » چون تزومه مثبت اشت بنا براین: 


۲ ۱ 1 حته ۷ - ۱ ۷ - ومه 
۱ : 


ودر تیه » 


۲ عه ۷ 


۱ 
او و سح 


اِ۸ 


دستور ]: 


> > و ۱ 


د ستور ۱-] : 


7 
۱> > ۱ مس ود ویس توعد لا 


سه طه از تابع اول: 
7 
رو 16 ۲ (هوه)) و 3 ٩‏ ) ثز 
نقطه‌های متناظر از تابع دو: 


(۱ و )18 و(هدم0 و( و ۸ 
منحنی ۸18 نمودار << ۷ 
منحنی "00 اگ نمو دار < ۷ 


دور مسحنی سیت به نیمساز دبع اول سوم قر ینه و درمیدا مختصات پرهم كِِ ۳ مماس 


مشتر کشان نیمساژ دبع اول و سوم است. 


زگ 


مثال ۲- تابع ۱ + ۲ (1 با شرط ه ح مفروض‌است . تابع معکوس ] رانوشته و 
۱ ۱ ‌ 
صحت تساوی رم -د ۱ را در نقاطی که هد () 1۷ تحقیق کنیك. 
حل- دستور تابع ۱-] ازروی دستور ] چنین است: ۱- 6 ۷ < (۱6-] دامنة تعریف 
و برد ] یعنی فاصله‌های [ مه و ه] و [مه و ۱] به تر تیب برد و دامنهٌ تعریف ۲-۱ خواهندبود 
ازهر دو تابع مشتق میگیریم. 
۸ < ۳ جح ۲۱+ ۲۲ ع< (1)5 


سر - ((۳۱۵) ج 1/۱ س ۲-۱ 


1 مت یی خوی سمی حت ای ۲-4 
۱ چز زر و 69 ۳۰ <۳۱ ۲+۱۱ ۲۷ ۲۷۲-۱ < " ((1-۱0۷) 


مر د ام با 6 


مثال ۳- تابم "ع< ۷ مفروض است. 
الف: از نقطة ‏ به‌لول ۲ واقع برمنحنی ()) نمایش تابع فوق حطی بر منحنی مماس 
شده است, معادلهٌ خحط مماس را بنو بسید. 
ب: از نقطهٌ "3 متناظر نقطهٌ 3 دوی منحنی ()) نمایش تسابع معکوس تابع فوق خطی 
بر منحنی (2)) مماس شده است. معادلهً مماس دا بنو یسید. 
ج: معادلةً تابع معکوس تابع فوق دا تعبین ونمودار دومنحنی دا در فاصلةً [۲وه] (دامنة 
تابع اول) رسم کنید: 
حل- الف: دادیم (9)۲9۸[چون ۳۶۲ < ز» پس‌ضریب زاویه‌ای مماس‌برمنحنی ()) در 
حو اهد بود: 
۲ "و۷ < 10 ضر یب زاویه مماس 
پس معادلهً مماس در ۳ خواهد بود؛ 
عت ۱۲2 ع< ۷ یا (۲ - »)۱۷ ع ۸ - لا 


۱ ۱ ّ 
پس معاد له ممباس در "۳ برمنج<ی تابع معکوس که قرینة مماس اولی یت ب‌دنیمساز دیج 


اول می‌باشد چنین است : 
۴ ۱ ۱ 
خت و هیا ریت 6 هس 
یا( 2۳ 7 


۸۳ 


۳۳۳ ۳ 
بتأ براین معکوس دادد و معادله تابع معکوس خواهد بود: 7 1 < ع(ز متفیر مستقل و 1 متغیر 
۳ ۴۳ 
تابع) پس 5 ۷ ع لو 


در شکل زیر منحنی هردو تابع دا دريك دستگاه مختصات رسم کرده‌ايم. 
مک لک و ۲ >> ه و ۲ لز 


سه نقطه از منحنی ۲ (۸د۲)ظ1 و (۱د۸۱ و (ه‌دی0 
سه نقطهازمنحنی۱-]: (101)۸2۲ و (۱و۸)۱ و (هدهی 0 
دوسنحنی سبت به‌نیمساز ربع اول قرینه‌اند. 

مثال۴- مشتق تایح >ممو ۸۲‏ و دا بکمك تابع معکوس تعیین کنید. 


حل- تابع داده شده در فاصلةً [۱۵۱ - ] پیوسته وهمواره نزولی است: 
[7 و 76۰ ۰ [۱2۱1- ]26 ۰ 2۵۲۵۵09۲ ۷ 


پس تابع معکوس دارد: ۱ 
[۱ و ۱- ]۸۵ ۰ ده مهد 


۱ 
می‌دانیم رب  <‏ و چون 0 -- < و و > ۷> ه است پس ه <حر 8:7۷ وداریم: 


۱-۲ آومم ۱ ۷ اوه 


وگ 


بنا پر | ین 


1 
> ۰ و۲7 1۷ 


مثال ۵ تابح بصبورت زیر داده شده زیت« 


۲ و - ۷ و و۸۲ < ۷ 
مشتّی تابع را يا استفاده از تابم معکوس آن تعیین کنید. 


ت-‌- 


7 
حل- وقتی زر از هه - تا و6 + تغییر کند ۷ از تاج تشییرمی کندو تا بع‌همواره 


معین وصعودی است پس‌معکوس دارد و ممکوس آن وه ع< »2 است که در آن ۷ متفیر مستفل و5 


۱ 
متغیر تا است پا یا ینتب ۷ اما: 

5 ۴ : ۳ + ۱ ح< 40۲۷ + ۱ < از 

سم بدا 
او ۷ 

۸۷۵ <- ز 

۱ ۱ 
اب 2 ۷ 


مثال۶- تأبع 1۹ بصو رت زیر داده شده است: 
]۰7[ ۷ ۰ ۸۲60۱9۲ < ۷ 


فشتی. از پا استفاده از تابع معکوس آن بلست آورید. 
حل وقتی که بر از هه - تاهه + تغییر کند ۷ از ج تا صفر نزول می‌کند و تا بح‌همواده 


معین و پیوسته‌و نزو لی‌است پس معکوس دارد وتابع معکوس آن 7 -< 16 است (نزتفیرمستهل): 


۱ 
ری ایا اما: 
متیر ۳ ۷ (۲+ ۱) - - (آوامه +۱)  -‏ ا 
نت او 
۲ + ۱ 
با براین: 
0 حد ۷ ] 
اِ- 
بت ۲ 
آو ۲ ۲ 


۸۵ 


مثال ۷- یسم ۳ و ۷-7 د تا۸۲0 ع ز و (8)]ع 1۱ شروض‌اند. مشتق با را 
نسبت به‌تفیر ز بدست آورید. 
حل: تاجنیهتش۸ ع ۷ 
۷ 2< ۱1 
طبق مشتقی تابع معکوس داریم: 


کر 
ب 1 


۱-۲ 21۷ ۱-۰۲۷ ۷ لزومه ع بر انا 
۳ 
۱-۲ ۷ ۶ 
واز طرفی طبق مشتق تا بح تا بع دادیم: 
وا لا 
۱ 


۳ اس رنب 1 
۰ ۱-۲ ۷ اش 


بس (1 < تا د تامنمع۸ > ز داریم: 
0 


کر 
۱-۲ ۷ 1 


نت 
بهمین تر تیب مشتق ل1ومع۲6 ۸ لیر ابر سس سر < از دشتق داواه۸ > لز برابر 
۱۷ ۳ 


یرت با ۲ ۵ وه ۳۹ اّ ۳۹ ۹ 
تمرین ۱ 
تا ببهای ذیر داده شده‌اند. مشتق آنها را تعیین کنید. 
۱ 5 - ۷ (۲ ۶ < ۷ (۱ 
<< ۷ (۴ 1 << ۷ (۳ 
5 ۲ 25و۲0 ۷ (۶ - ۷ (۵ 


(تض) ع ز (ک وا + روهظ ع از (۷ 
4- مشتق تابم با ضابطةٌ ۲ (<ودم۸۲) ع بو دا به‌ازای ۱ 1 تعبین کنید, 
۰ - معادلهً مماس برمنحتی نمایش تابع هام۵ ع بو دا در نقطه‌ای‌از منحنی به طول 


۱ 
یت به یسیل , 
ِِ 


۶۶ 


1 تابع با ضا بط 1 دز ۷ ۷ داده شده است؛ 

الف- مطلو بست تعیین دامنة تعریف وبرد آن. 

ب- تابع معکوس ومشتق آنرا تعیین کنید. 

ج معادلةٌ خط »ماس بره‌نحنی فوق دا درمطاً ۸۵ به‌طول ۲ وهمچنین معادلةً نعط قائم بر 
منحنی نمایش تابع معکوس را در لفط ۸ متناظر هر تعیین کنید . دوحط نسبت به‌هم چه وضعی 


دارندا. 


و 2 


و ۱ ۱ : 
۲- تابع با بطق + جر بت بو مفروضص است. درهريك از حالات ۱ و ۱< > 


تابع معکوس و مشتق "ترا تعیین کنید. 


۲ 26 
۳ تابع با 2 داده شده است . نمودار این تابع و تمودارعکوس 


آترا در يكك دستگاه مختصات زسم کنید. 
۴ مشتق توابح دیر را بدست آورید: 


۱-۲ ۲۷ «زو۸6 -< 7 


۳1 
پرن]۵ < 
#7 / 


۲ 
سس ومه6:ظ < ( 
2 -- ور 
۳۳ ۸0 <- ۷ 
۵ اگر ۳( ۷ - 2 ۷)ص بو و( ۷+ ۲ 1 ) 2 باشد نشان دهید 


1۷۲2, + 2۷ < 


۴ کاز برد مشتق در تعیین یکنه) بودن | کسترهمم نسی 
قصیه تایع ] درهر فاصله‌ای که مشتق آن یعنی "1 مثبت باشد(مگر احیاناً در تعداد باپایا نی 
نقطه صفر شود) صعودی» و درهر فاصله‌ای که مشتق آن منفی باشد (مگر احیاناً در تعداد با پایانی 


نممله صفرشود) نزولی؛ و درهر فا صله‌ای که مشمقی آن بر ابر صفر پاشد مقدادی ثاپت است. 
۱-۳ نقاط ا! کسترهم بات تابع 
تعریف- فرض کنید ] در پیوسته باشد. اگر "] درسمت چپ و نزديك ,ز مثبته درسمت 


راست ونزديك ,5 منفی باشد میکویند تابع ] در ,6 دارای يك ما کزیمم نسبي است. و اگر ۲ 


ود 


در سمت‌چپ وازديك ,2 مفی و در سمت راست وتزديك ,یر میت باشد. میگوبند تابع ۶ در ,۲ 
نکنه1: اگر تابع ] دد م5 دادای | کسترمم نسبی‌و مشتق‌پذیر باشد. داریم ه < (,)] ولی 
عکس این مطلب دزست نیست زیر | ممکن اصست تابع در تقطه 1 دادای | کسترمم سبی بباشد 
دلی (,) "1 بر ابر صفر نباشد. 
متلات تایح | ۷ در نقطه ه < ,6 دادای می‌نيمم است ولی مشتق تابع در این نقطه 


برابر صفر نیست. 


نکته ۷- گر هنگامی که ع نمو می کند» () 8 با تغییر علامت دد اقطه ,» صفر شود 1 
دد ۲ | کسترمم است واگر(۲۱0] در ,۰6 صفرشده ولی تغییرعلامت ندهد نقطه ((, )26و :) ]1۷ 
نمطه عطف است. 

نکته ۲ اگرن) منحنی نمایش تابع ] باشد وعدد حقیقی , :1 وجود داشته باشد بطوریکه 
۰ < (,)1] باشد مماس برمنحنی ()) در نقطه ((,1)5 و ,) ]1۷ موازی محوربرهاست. 


۱ 

1 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 
1 


۱۱-۳- بررسی جهت تغییر ات يك تابع 
برای بررسی جهت تغییر ات تابع ] دستورات ژیر را بکاد می بر یم. 
الف- "۳ مشتق تابع را حساب نموده؛ دامنهة تعریف *] را به‌فسو اصلی که در آن فشسواصل 


۸4۸ 


علامت مشتق ثابت وتابع یکئو است تقسیم می کنیم (البته این بررسی وقئی امکان دارد که تابع ] در 
فواصلی یکنو اباشد). ۱ 
ب مقداد تابع را درابتدا و انتهای فو اصل تعیین شده بدست می آودیم . 
ج- از يك جدول برای مشخص نمودن علامت مشتق و فواصل یکنوائی و "مختصات تقاط 
ما کزیمم و می‌نیمم استفاً ده می کنیم . 
مثال ٩‏ جهت تغییرات و مختصات نقاط ما کزیمم و می نیمم تابع بسا ضابطة 
۳۲۲ - رح را معین کنید. ۱ 
حل. دامن تعریف‌تابع 13 م(1 ومشتق آنه ح »۶ - ۲)ز۳ عد از یازای ه ع ‏ ۲ < و 
صفر شده و تغییر علامت مي‌دهد. ۱ 


مي +4 ۲ 0 6 

و سا و ط 2 

مه 4 م2 ۲ - ید ۲ 27 0 | ث 
۱ 


مثال ۲- جهت تغیبرات ومختصات نقاطاکسترمم تایع با ضابطة ۴۲۲ + ۲۲ - لا لا 
را معین کنید. 


حل - ه عد ( ۲ ۳ )۴۳ وزاب ۱۲۲ ۴۳ 22 لا 
مشتق بازای ه ‏ زر و ۱ < و ۲ < ز صفرشده و تغییر علامت می‌دهد. 


مه ۸ ۲ ۱ ۰ مه | # 


0 د ‏ مر ه ید ۱ هر ه ید 00 ( | ۲۷ 


مثال ۳- جهت تغییر ات ومختصات نقاط ما کزیمم و می‌نیمم تابع باضا بطه 
+ ۱ + لاس رامین کنید. 
(۸- جر _ , 
حل: ۲- 1 1 22۳-00 ۳ 


علامت مشتی بستگی به‌علامت صورت دارد. ه - ۸ ۹69 ومشتق بازای ه جح و۲ << 5 
تغییر علامت میدهد, 


۸۹ 


1)۲( ۳ 

۷۲ 
مه + (+۲+۱4) حد 2 ()1 حد 
۵ جر ۵ چ ار 


در. نله ه عد ‏ تابع ا کسترمم ندارد زیر | تأآیع در این نقطه نعر یف نشده و متفصل است. 


من + ۲ 9 - | ز 

بو 6 ۱ ِ 2 
دص ۱ اس خی 
مه 4 م۳ ۳ نت ۰9۳۲۳۲ 


مثال ۳ جهت تغییر ات و‌ختصات تقاط | کستر هم تایع باضابطةٌ )۱ ۲) < و رامعین 
۳ 


۱ < زر صفر شده ون نقط در نقطه ه << 1 تغییر علامت می‌دهد . 


۵( مر هم هر اس ید و و 60 ۲( ۷ 
مثال ۴- جهت تغییرات و مختصات نقاط ما کزیمم و می‌نیمم تابع با ضابطه 


۳ 
۳-۳۲ ۷ عع 7ورامعین کنید. 
۱ ۶ -- ۲ز۳ 


حل. دامنة تعریف تابع1 -م(] و سسست ۷ علامت مشتق بستگی 
۳ 

به‌علامت صورت کسر دارد. ۳۶۲(۲- ز) ۳ 

ومشتی بازای ه ع یز و ۲ < ر تغییر علامت می‌دهد» ولی‌مشتق در نقطه ه د ز معنی ندارد. 


ه (ه)] و ۴ ۷ - ع (۲)] 


مه + <()] حد 
7 و جب ز 


0 -. << (1)8 سحل 
۳ ن چت و 


۹ 


و مو مب + | ۲ 


۱ ِ_ 
مه + ۷۴- ید ه مر هو - | ۷ 


۱-۲ ۷ + ۲+ ۱ ع با را معین کنیك. 
حل- دامنة تعریف تابع [۱ و ۱- ] عم( ومشتق ۲ 


برای تعبین علامت مشتق طرفین تساوی را درمزدو جح عبادت پرانتز که 


۱ 
0 سسسس-+ ۲۷) است ضرب‌ميچنيم. 
7 بکیم 
تیجه می‌شود: 


/ - ؟)ز 0 


سس + ۱۱ 


۳ - ۱ 
(۲ ۴ - ۳ 
(10 6 ۱( (پسس + ۷)۲ 
بنابراين علامت مشتق بستگی به‌علامت صودت کسر طرف دوم دادد زیرا مخرح کسر مثیت 
۳ 


است. ومشتق بازایه بب زو 2 + دعر صفر شده تغییرعلامت‌می‌دهد. 


/ ۳ 7۰ ۷/۲۵۰ ۷ ۲ ۸ ۲۸۷۵ ۲ 


مثال 8 حجهت تغییر ات ومختصات نما ط ما کزیمم ومی نیمم تا بع‌باضا بطه 5 ۲ ت-‌ ۹ ۲ ر 


3 


حل-دامنة تمر یف تابع 1 م1 وضا بطهٌ تابع‌را می‌توان بدصودرت‌زیر نو شت : 


هک و 52۲ ۰ ۲-۲۲ 
(1)۳] 
۲> > ۰ ۲ و۲۷ 


> و 12۲ ۰ ۷-۲ 
() "1 


۲ >> ه ۰ ۷-۷۲ 


۵ + م ه یب ۱ م2 ۰ ید مد ۷ 


مشتق این تابع در نقاط ۰ << و ۲ < بدون صفر شدن تغییر علامت می‌دهد. در نتيجه 
تایع در تقاط ۵ < زر و ۲ < 2 مشی پذیر نیست ولی دداین‌نقاط دارای می‌نیممی برابر صفر و در 
فعله << 2 دار اي ما کز یممی برابر يك مسی باشد. 


۱۲-۴۳- موارد استعمال مشتق در تعیین ا کسترمم در امور فنی 

هثل ۱- صفحةٌ مقوایی است مربع شکل بضلع 2 می‌خواهیم ازه ر گوشةٌ آن مربمی بیریم 
و آن را خم کنیم تاجعبه‌ای‌کامل شود. مطلوب است تعیین. ضلع مر بع گوشه‌ها برای آن که حجم 
جعبه ماکزیمم باشد. 

حل- ا کر طول ضلع مربع گوشه‌ها یر باشد ضاع قاعده‌جعبه ۲ - ج خواهد بود دد این 
صودت اگر حجم جمبه را ۷ بگیریم: 


۳ 


" 


۲۶( ۲- و) < ۷ 
۴۵۲ - وا عت با 


۳ 


برای تعیین ما کز یمم یامینیمم تابع ۷ از آن مشتق می گیریم: 

۲ و ۱۲۲ ۱۷۲ 
مشتق‌را مساوی صفر قراد داده جوابهایآن دا به دست می آودیم : 

هم سد ۲ +4 ۱۲۲-۸۵۲ 


۴۵2 ۷۱۶۵-۱۲۵۲ ۵ 


24 24 
ها مت 
ی ۲ ر ۱۲ 


ست- 2 


2 
حجم جعیه یا مقدار تابسع دز صفر برابر صفر می‌شود, و باتوجه به این کهحجم فوطی 


۱ 8 و 
توجه کنید 22۰ یعنی ر در فاصلةٌ 20 ۰) است. 


‌ 3 4 ب 3 4 
۲ ۳ ۴ ۶ 

و یز | ۶ 
۲۷ ۶ ۳ ۲۷ 
9 ب 3۳۲ ۷ 

۱ ما کز متا 
مینیمم نزولی کز یمم صعو دی 


4 
ی جعیه چنان که می بتیك 3 ما کزیمم می‌شود. 


مثال ۷- با مقدار معینی فلز می‌خواهیم ظر فی استوانه شکل با ضخامت معین بسازیسم به 
قسمی که‌گنجایش آن ما کزیمم باشد ارتفا ع استوانه را برحسب شعاع قاعدة آن حساب کنید. 

حل- می‌دانيم سطح کل استوانه"ع۲ + ]۲7۲ 5 و حجم آن 7۲۳ - ۷ است (۲شعاع 
قاعده و 1 ار تفا ع است) مطابق صورت مسئله 5 متدادی ثابت است و ما «سی‌خواهیم با توجه به 
این موضوع ۷ ماکزیمم باشد. 

از فرمول مساحت» ارتفا ع زا برحسب مسساحت و شعاع حسات می کنیم: 


۲ . 5 . 
و 
۷ اور 
ئ و 5-۲7۲۲ نی 
۱ ماس بت سس پر 7۲۲ 
پس: 7 ۲۹ 


مشتی تایع ۷ را نست به‌متغیر 1 حساب کرده برابر صفر می گیریم: 


٩۳ 


پس با ید ارتفا ع این استوانه باقطر قاعدة آن برابر باشد. 


۱۳-۳ تقعر وتحدب منحنی» نقطه عطف 


قضیه تقعر منحنی (/)) سمردار تابع ؟ دريك‌فاصله به سوی بوهای مثبت است هرگاه: در 
33 تاعله ه <ر ()۳] باشد به‌سوی ۷های منفی است هر گاه: در آن فاصله ه >»(:)*] باشد. 
#طه‌ای_ ازمنحني دا که‌در آن نقطه‌سوی تقعر منحنی‌عوض میشود نقطه عطف‌منحنی می گو یند. 
شرط آنکه نقطه جع نفطه عطف منحنی تابع ] باشد این است که: 
اولا- تابع ] در این نقطة پیوسته‌باشد, 


1 1 در آنجا تغیر علامت بل,‌هد , 


۳ توحه به تمر یفی که بر ای جهت تقعر منحثی کردیم معلوم می‌شود که مماس برمنحنی در تطه 
موب از آن هبور می کند. 


۴ 


مثال: جهت تثعر و مختصات نقاط عطف تابع باضا بطةا»رع- گر با را معین کنید. 
حل: ۱۱۲۲-۱۲ لا و ۱۲ وس او 
مشتق ثانی تابع بازای۱ در و ۱ - -< ر تغییرعلامت می‌دهد. 


0 - ۱ (صم .-. 


مینست رس 


و سب ما چپ 


بت نت توص | ونعی یسیو 


تقعر بسوی بالا 


تقعر بسوی بالا نقریسویپائین 
6 نم ام 
عطف عطف 
تقاط عطلف تا بع‌اند. 


نتاط 
۵- - ۷ 


توجه: اقر مشتی ثانی تا بح‌درنقطه ,ع» صفر شود ولی تغییرعلامت ندهد» نقطةٌ به‌طول ,درا 
نقطه 061 می گویند. 
مثلا: در تابع 1-۲ ۳ << ۲.مشتق تانی: 
» ۲۴۸۲ کل ۰ جع ال 
باد ای هاچ 3 ) صفر شیلج دلی تغییر علامری نمی‌دهد. در شیجه نقطه به‌طول هت بر را تفه 


4٩‏ می گو یند. 


تقعر بسوی یا لا 0 تقعر بسوی‌بالا 


۱ نقطه 2۵60124 ۱ 


۱ 


نمرین 
اس جهت تغییر ات» ومختصات امد ما کز یمم وهی هم ر ۹ يكك‌از تو ار زیر راهم مشخص کنید, 
۳ ی ۳۳۶ بت در 


اسف ۱۳ ۳ 
۲(۲ سر ۳ ل ۲ 


11۳) -۱(" 


۲-۲ 1 ۷ 
!- جهت تقعر و مختصات نقاط عطف هريك ازتوابع زیر را معین کنید. 
(4 سب ٩)‏ 
۳ 
1۷۲-۱ ع< ل 
۹ ۰ 


: | ۱( 


۱ 281-04 ۱ 
پ_ زا بع] باضابطهً 5 ۷ ()] مفر وضص است :۰ 


او لا : تحقیق کنید که این تابع ه«مو اره دار ای‌يك ما کزیمم و يك می نیمم است. 
ثانیا: 2 و 9 دا چنان معین کنید که نقطه ما کزیمم يا می‌نیمم تابع (۲ و۱ --) باشد. 


اس فا پت کنیل تابع هت ۷ ٩.‏ / سح ۷ در مبداء مختصات داد ای می‌نیمم است 
ولی در این نقطه مشتق‌پذیر نیست. 


ععلف بر بلگ استقامی می باشد. 
تابع ] باضابطة ۲:۲ - از هد (5)] مفروض است. 


اولا: جهت تغییرات ومختصات نقاط ما کزیمم ومی‌نیمم آنرا تعیین کنید, 
انیاً: سوی تقعر ومختصات نقاط عطف آنرا نیز تعیین‌کنید. 


ثا لا نشان دهید که تابع ] درفاصله [ ۱و ] معکوس پذیر است و مشتق تا بح معکوس آنرا 


۷- درتابع ‏ + 0+ اه + "یرو < بو مقادیر ج و ۵ و 6 و 8 دا چنان تین کنید که 
نقطه (۲وه)]۷[ نقطه ما کزیمم و نقطه (هو۳)۱ نقطه عطف نمودار تاب فوق باشد. 


۹۶ 


۸- يك ورقهٌ مقوا به‌شکل مستطیل وبه‌مساحت ثابت ۲ج دا به چه ابعادی انتخاب کنیم تا 
بئوان با آن مکعب مستطیلی به ار تفا ع تاپت ظ پسازیم که دارای حجم ما کز یمم با شد (ازهر کوش 
آن ورقه مربعی به‌ضلع 1 بریده و آنرا تا کرده‌ایم). 

٩‏ - ثابت کنید که يك چادر مخروطی برزنتی باحجم معین وقتی کمترین مقداد برزنت را 
لازم دارد که نسبت اد تفا ع آن به شعا غ قاعده ۲ باشد, 

ه | بین متللهای متساوی‌الساقین محاط در دایسره ؛ محبط مثلث متساویالاضلاع از بحیط 
لثهای دیگر بیشتر است . ۱ 

۱ تحقیق کنید بین استوانه‌های دوار که درداخل کرة به شعاع 1 محاط است آنکه 
ار تفاعش س است حجمش از دیگر استوانه‌ها بیشتر است. 

۲۳ میخواهيم يك‌قوطی دربازی بسازیم که حجم آن يك لیتروشکل آن منشور مر بع القاعده 
پاشد, ابعاد آنرا طوری به دست آورید که مصالح بکار رفته می‌نیمم بساشد (سطح آن مسی‌نیمم 
باشد.) ۱ ۱ 

۳- درشکل زیر نقطه ۵ يك کشتی و خط 36 ساحل را نشان می‌دهد . فاصله کشتی از 
ساحل ٩‏ کیلومتر و فاصله ن) (محل يك اددو) از 13 (نزدیکترین نقطه ساحل به کشتی) ۱۵ کیلومتر 
است يك‌نفر از کشتی که قایقی دراختواد دارد می‌خواهد به‌محل اردو دفته يك‌پیام فودی به‌سر پرست 
اردو برساند درصورتی که سرعت اویافایق ۴ کیلومتر درساعت وپیاده ۵ کیلومتر درساعت باشد در 
فاصله چند کیلومتری ] پیاده شود تادر کمترین مدت به‌اردو برسد, 


۹۷۲ 


۱-۴ بررسی تابع در کرانه‌ها 
فرض کنید تابم حقیقی 6 روی دامن تعریف م([؛ معین باشد. و م12 دامن تعریف تابع‌به 
فاصله‌هائی نظیرو[ که تابع در آن فاصله‌ها؛ پیوسته» یکنو است؛ تقسیم شده باشد. هريك‌ازفاصله‌های 
نظیر و[ دو کرانه دارد ( که احتمالا ممکن است بینهایت باشد) بردسی تابع ؟ در همسایگی این 
دو کرانه متفاوت داء بررسی روی‌کرانه‌های ۶ می گویند. اگر ج يك کرانه و[ باشد حالتهای زیر 
را خواهیم داشت: 
۱ الف- اگر رو[عج باشد می گویند نقطه ((0)] و ۸)8 نقطةٌ توقف منحنی است. 


1 < ]6, ۵(, [ < ]2, 8۵[ 


بب اگر واعع و (*۱61) د 1 (ع)] حد. باشد می گویند نقطه(] و 8),] نقطه‌حد 
جر 


منحنی است. 


[8 ,۵] - ل[ ,۵ ,0 - 1 


۹۸ 


4 اگر و[ع و تابع در 2 حد باپایان (چپ و راست) نداشته باشد دد آن صورت يك 
شاخه بینهایت دازیم. 


« [ با۵ مه( - [ 


د- اگر 2 بینهایت پاشد ینی (مه + و 00 - )3 بررسی شاخه‌هسای بینهایت مطر ح 
می‌شو د. 


1 


81 3 ت اه + مه] 1 


خط مجاب 

۴- ۲ - شاخه بی‌نهایت منحنی ‏ گوئیم منحنی نمایش تابع (۶)5عد بو دارای شائة 
بی نهایت است هر گاه نقطه يا نقاطی روی منحنی وجود داشته باشد که لااقل یکی از مختصات آن 
(طول یاعرش یاهردو ) به سمت بی‌نهایت میل کند. 


مثال ٩‏ ح منحنی نمایش کمایس دارای شاخه بی نهایت است زیرا: 
اس 


۸3 


5 


مه سل ج »و 
۱ 
مثال۲- منحنی نمایش ۱ رم بو دار ای شانعه‌های بی نهایت است زير | دادیم : 


نت و ] من سل جت و نف 
‌ و 
تن سل جب بو 


و مد 
۱ 


اج 7 اج 


۹۹ 


۱ 
مناز ۳ منحتی نمایش ۳ اعد 7 دارای شاخه‌های بی نهایت است زیر ا: 


وم 4 جب »1 0 سب بو 
ر‌ 
مه + ۲ ویر 
۳-۷ تعریف خط مجانب : هر گاه منحنی ()) نمایش تابع (د)]س بو دای شاخ 
بی‌نهایت باشد خط((۱) را مجائب آن شاحه گو یم درصورتی که فاصلهٌ نقطهٌ متغیر ]1۷ از آن‌شاحه 
تا آن خحط وقتی که نقطه روی آن شاخه بی‌نهایت دورشود به‌سمت صفر میل کند. 
در شکاهای زیر هر يك از منحنیها دارای شاه بی‌نهایت است و حالتهای مختلت 
مجانب را نشان می‌دهند. 
حط مجا نب منحنی » ممکن است موازی محور ۲ ها باشد که دداین صورت آنر! اصطلاحا 
مجانب فائم گو بند شکل (۰)8د ممکن است موازی محور ع ها باشد؛ که دد این سصورت 
اصطلاحاً آنرا مجانب افقی گویند شکل (ط) » و ممکن‌است محورهای مختصات را قطم کند 
که در این‌صوزت ا صطلاحاً آر | همجا ذب ماین گویند شکل, (ع). حط مجانب منحنی ممکن‌است 


منحنی دا دريك پاچند نفطةٌ فطع کند شکل (ط) 


و۱۰ 


۴-۴ مجانب قائم 
۱ قضیه- اگر در تابع (2)]ع / حد چپ يا حد راست یاحد تابع وقتی که بر به‌سمت 2 
میل می کند برابر ۵0 + یا می - شود یعنی: 


۳ و 77 وج ور 
: ی 
0 یامن .ال مب ۲ من یامه 1 بت ۲ نه سیا ون سل بت و 


۱:9 


حط(] به معادلهٌ وت بو مجانب قائم منحنی است. 


رو 
اثبات فاصلهٌ تفه دلخو اه (چدید)]1۷ از منحنی تا خحط ((1) عبار تست از: 


| ه- > | ع<۳۴]؛ حال اگر نقطة ]1 وی منحنی بی‌نهایت دور شود یعنی 4-00 +-(ع) 6 و 
پا من - ج ۷ ین به فرش دازیم وب یر یاه ج- | و - بو | یعنی فاصله ]۷[ به سمت صفرمیل 


کند و خط ([ مجا نب منحنی خواهد بود. اثبات حالتهای +-وجوو و وب مشابه اثبات 
فوق است . 


از آنجه کفته‌شد تیجه می‌شود؛ 


برای تعیین معادلة مجانب قائم منحنی تسابم (6) 7و باید و راچنان 
اختیا کنی‌که داشته باشیم؛ 


وب با 7 وب و وج و 
پا یا 
0 س یاون جب زو یاون چب زد مه یامن 3 بت 1 


شیحه محورتو‌ها دفتی مجانب فانم است که داشته باشیم: 


وج و 7ج ی وف و 
یا ی 
مه - یامن ط ب یاون - جب و 0 - یاون ٍ- جت 7 


مثال !- منحنینما یش تا بع باضا بطة سس مد ۲ دارای مجاتب قائم ۱  --‏ است‌زیر ا: 


یم 


من + بو 
ِ ۱ 
6 سب ۷ 
-- ۷ج یل 
ههبج 
مثا مجانب قائم منحنی تا کس نس بو به ماد استزیرا: 
سوتنووی 1 


۳ ج+- زر 
تاد 
‌ ۰ سم ۱ 
مثأل۴- مجا نب فا تم و ات ۵ << ۷ یل < و ( محور پاها) است: 
ات 
مبیرا مب 
۲ مب 


مثال۵- منحتی نمایش‌نابع 7 سب تودومجا نب قائم به‌معادلههای۷ مب 


و ۱- -<- یر دارد. دیرا: 


٩‏ ست هنت 6 ِ سح نا چپ و 


۲- + ماس مب ۷ مهس چت با 
نتیجه: از مثا لهای بالا دیده می‌شوده منحنی‌هاثی دارای مجانب قائم هستند که ضا بطفتا بع 
آنها کسری باشد. برای تعیین معاد له مجانب فائم اینگو نه متحنی‌ها مضر ج کسر را مساوی صفر 


قراد می‌دهيم . ریشه‌های مخر ج کسر (درصورت وجود) معادلات خحطوط مجانب قائم را مشخص 


۱۰ 


قضْیه]]- هر گاه سول تایع (1)2عد بن وقتی که 0۰ چبز یا من مت بت ی بر ابر وا باشد 
خحط زر[ به معاد له << ۷ مجانب افقی منحنی است. 


0( حد يا اع(80 حد 


0 سر چت کر ۵ عه جت رز 


اثبات - فاصلهٌ نقطه ( 7 و بر )1 از منحتی تا خط (1 به معادلة عبر عبارتست از : 
اط - ۲ | -- 1۷]۳ . حال! گر]۷[ردی منحنی بی نهایت دور شود یعنیهه 1 + یز یاوه - جت هو 
مطا ی قآ نچه در فرض داریم و[ 7 < (عد)پس هب | و - ۲ | یمنی فاصلةً ]11 به‌صفر میلمی کند 
وخط (] مجانب منحنی خحو اهد بود . 
از آنچه گفته شد نتیجه می‌شود : 


برای تمیین مجانب اففی منحنی قابح ()] نز باید و[ ۱ قسمی اختیاد کنیم که 
داشته باشیم 
من - ج- و ۱ من + بت »و 
وب ۲ ۱ وب 7 


نجل ج پر وج مس جبب و 
نتیجه. محوز رها وقتی مجا نب‌منحنی است که داشته باشیم: یا 


هب ۲ و جس 7 


۱۰۳ 


4 > . ۳ ۳ ۶ ۲ # ۰ 
مثال۱- مجائپ انضی محتی تایح باض به ۱ ۳ب بر ۳ ره معاد له ٩‏ و است ریسر ا 
0 -- + یز 
سس 


1 ۲ 1 
۷ ۱-۶ 


دار یم: 


مثال۳- مجانب‌های قائم و ای منحنی تسابع 


و ۲-۳ جون داریم: 


۹ 
مثال ۳- ۵ نمایش تا 7 ۳ 


الف - مجانب قائم ندارد» زیرا به ازای هر مقدار حقیقی از > اين تابع پیوسته بوده و 
دارای حد با پایان است. (وجه کنید که عبارت مخرج تابم صقر نمی‌شود ) 


ات دومجانب اققی به معادله‌های سل عد بو و ۱ << دارد زیرا: 
۸ 
تست دب سر( 
ِ 
بکبه ۱۶۱۷ 
جبت یو ۱ 
۱ بت زو ۱۳ ۱ 
بت هت سب 
5 دح ۳ ِِ" رح > 
۱-+-] +1 


۶-۴ مجانب مایل 


هر گاه حد تابع ()]< بو وقتی که آربه‌سمت مه + يا مه - میل می‌کند برایر بینهایت 
باشد یمنی: هو ت يا مو + ع(] حد ۰ هه - یا هه +( حد ممکن 
0 سه جب و 60 ده جه و 
است نمودار تابع ()1ع< ۷ دارای مجانب مایلی به معادلهٌ 10 + 00 عد ۷ باشد. 


۱۰ 


قضیا [[[- اگر حط (1 به معادله و -- )رونرعت ۷ مجانب مایل منحنی ثابع (:02] 7 
باشد داریم : 


۰ ( ۷ ۲) 99 ۳ و جح لا ۲ حد 


۱ 0 1 بت > 
اثبات - چون خط (1 مجانب منحنی است پس هب۷۲۲۲[ حد یا هب ]۷]۳[ حد. 
من سل بت »و 0 - بت و 


فرض کنید هد ۷][]7[ حد اگری زاویةٌ حط (] با محور > باشدچون عط (1 موازی 
من ما بت »و 


7 نیست که ودر _تتیجه هر 0ومه 
۲ 


در مثلث قائم الز اویه ]۷۲0۷ دادیم »ومم ۷۲۷ ]۷]۲ چون حد ]۷[ دفتی نقطهً ۷[ روی 
منحنی بی‌نهایت دور شود صفر است » حد طرف دوم نیز صفر خوآهد شد و با توجه به اینکه 
دوم پس حد ]۷[ صفر خو اهدشد یعنی دادیم : 

هت ( ٩‏ - بو) حد تس | لا( - ]۳۷| حد.. ]7۷ حد 


مه اه مس یو مور ودب 


اثبات درحالت ه-. ]۷[ حد شبیه به فوق‌است. 
تن - ج زر 
عکس قضیا ]]] - هر گاه تابم  ]1)<(‏ لب وخط (] به معادلة .و توعد ۲ 


را داشته با شیم بقسمی که هد ( ۷ - 7 )حد یا ه عه ( ۷ - 7) حد : آنگاه خط ([ مجانب 
نه .1 ب- »و 00 -. ج- و 


مسحی اصست. 


۱۵ 


اثبات- فرض کنید ه ح (۷--۲) حد . هر گاه دو نقطة ]۷ و۳ را به ترتیب دوی منحنی 
مهم -لٍ + و 


وخط (] با يك طول انتخاب کنيم داریم: | ۲۷ -- ۷۲| ]۷1۷ دجون نقطه روی منحنی بی‌نهایت 


دور شود پا استفاده از فرض دارم : ه حد | ۲ احد یعنی ه -- ۷[ ۷[ حد وبا تومعه‌به‌رابطة 
نمهب ز هن( + چا 


موم . ]۷ -> ]۷۲ که طرف دوم آن به سمت صفر میل می کند خواهیم داشت : 
هب ]11 حد _. یی خط (] مجانب منحنی است. 


مه 4 ب- ا 
اثبات درحا لتیکه ه حد ( ۲۷ -۲) حد._ شبیه به‌حا لت فوق‌است. باتوجه به‌قشیه ]11 وعکس 
مه - ج چا 
آن دادیم : 


شرط 22 وکای نرایاین‌که خط (] به ممادله «] 1 << ۷ همجا تب حدیرل منحی 


دایم () 1 7 داشد ایو است که ۰ 


ه مت | ۷ -- ۲ | تخد یا وچت | لا ۷ | ود 
نون - + ک مه +- با 


نتیجه - تا بعهایی که صورت اک + ایو ۷ بوده و درجةً صورت کسریمنی 


(«) ۳ کمتراز درچه مخرج یعتی ()) باشد دار ای‌مجاتب مایل اوعد ۷ مي‌باشند: 
زیرا دادیم : ۱ 


| ۳ عد, .۷ وک | لاح[ جز 
نم - جت بر من( جب- یر 


۴ب اس روش آعیین مجا نب مایل برای مین[ 4 »رون سد بو معاد له عط مجانب مایل 
ملحنی تابع (<)] د با ؛ درصورت وجوده کافی‌است مقادیر ۲ و و[ را تعیین کنیم بدقسمی که: 


هت ( 0[ زور ) حد. یا اوح( و رو بو) حذ 
جهن ب سب ور یس ۱ 


برای این کار به شر ح زیر عمل می کنیم . ( فقط برای حالت صم .لب يو پحث را ادامه 


می‌دهیم وحاات مه - ج یز شبیه به‌آن است): 


3 / ۱ ۳ 
مسجت مج . تیا متسین حد. ت 1۲۱ 
۲ ۳ 


00 سل بت بو ۱ 


۱۰۶ 


ر ۱ 
دسر دامن +4 وب پر : حل چم برایر صهر است. بنا براین: 


تست ی .سس سس مساق واب و سوت 


سحل ۲ 
00 4ب )3 


پس از تعیین مقدار و از رابطهً ه حد( و 0 -- 5) 


حك تشحه مي‌شود: 
وم بر 
۳ سط | 


0 4 چت زر 


اف 2 ۳ 


ثعصره ۱- در موقع تعیین 20 و (: 


ییا و 


الف: اگر ه حه 00 و و[ حد معینی داشته باشد مجانب حاصل افقی و معادلهاش ط  <‏ 
است 


ب؛ ا گر 0 يك عدد حقیقی و 11 بینها یت شود منحنی دارای شاخه سهمی در امتداد حظ 
(] به‌ضرب زاویةً 100 است. 


مثال: مانند تابح > ۷ از جد ۰17 


4 
۹ نون + جر *م + جوز 
مه + ت (- 1/1 + ) حد ب (10 -۷) ستاط 
0 1 جع مه + جر 
منحئی دازای شاخحه سهمی در امتداد ۶ < ۷ می‌با شد. 


ج؛ ا گر وو يك عدد حقیتی وعبارت(0] -- ) وقتی 6 به‌سمت مه میل می کندحد نداشته 


باشد متحنی در راستای »10 ۷ به بنها یت می‌رود هلی دارای شاخهٌ سهمی مانند فیست. 
مثال: مانند تا بم ۵ +2 لا 


( ۸ 
جح سس سس 


ححل 2 حد ت 
2 0 ملد چب زر *وه و 
حد ند ارد ( - موه +  )‏ حد - (10- ۷) حد < 13 
مج طه جوز مين د جب یز . 
که نمودار آن در داستای »زد 7 به‌بینهایت می‌رود. 


د : اگر و بینهایت شود منحنی‌شاخه سهمی مانند در امتداد محودنوها دارد. 


مثال: مانندتابع ۱ سا 3 


0 ۲( تور مم سل چبت ور 
: اگر عبارت 7 دقنی »ا به‌سمت هه میل می کند حد نداشته باشد منحنی امتداد مجانب 
زارد 
لبصره ۲ مجانب مایل + وب دا می‌توان مماس برمنحنی ()) نمایش تایح 
()۶< ۷ دا تست که نطةٌ تماسش دد پی‌تهایت باشد : بنابراین اگر معادله‌های: 
( کاوو ع بو ()) ۲ 
را باهم حل کنیم طول نقاط برخورد شحط ومنحنی از معادله »2 و -- 10 (ع)] (۱) بدست 
می‌آید. حال اگر (عر)۶ يك عبارت جبری برحسب و باشد » چون معادلهةٌ اخیر باید دارای ریثه 
عضاعف هم با شد باید ضرایب دو جملهً بزر گترین درجة معادله (۱) داأپس از حذن مخرجها و 
رادیکا لها ساوی صفر قر ار داد تاووو و و بدست آید. ( درمرقعی که تا بم(ع)] ع بوگنگک وشامل 
ریشگیزوح است » باید طرفین معادله را به توان زوح دساند تا از صورت گنگی‌خار ج ‏ 
شود »در این صورت باید دقت نمود که مقادیر هر و دا بدست آمده ريشهٌ خارجی نباشد.) 
۳۹ ۹ ۶ ۰ چ ‌ ۰ ِِ 2 
ءثال۱- مطلو بست تعیین معاد له مجا مایل منحنی تا بع باضا بطه : و سس 


حل: نحط 21-۷ ۲ مجانب مایل تابع است زیرا داریم : 


۳ 
۹ 2 ۲-۳-۱ 


4 
۲ کر حل عه (۱ - زر -- ۲؟) سول 


۲ 
۳ 
مثال ۲- مطلرب است تعیین معادلاث خحطوط مجانب منحنی نمایش تایع چم و 
حل : خحط ۱ سب عبت پو مجا نب قائم منحنی تابم است زیرا داریم : 
۲ج نج جرا 
0 << «- ۲ 


۱ ۸ 


هر گاه مه -+- مت یر در این صورت وه - جر پس منحنی مجانب افقی ندارد وچون درجه 

عبارت صورت يككواحد بیش ار درجة عبارت مخرج است پس منحنی مجانب مایل‌دادد. تابع 
۳ ب 2 ۳ 

7۳3 | س هویب بو نوشت (صورت دا بر مخرج اقسیم کسردیم ) 


با پراین حط ۱ پوس بو مچانپ مایل منحنی تابم است . 


۲ 
4 
مقال ۲ج مطلونج اد ین مد هاگ میب ۱۳ 
حل : جون هط ۱ -۲4)د پس منحنی مجانب فائم ندارد . همچتین منحنی مجانب افتی 
ندارد زیرا: 
0 2 + یز 
00 2 + ۲ 


بر ای تبیی معادلهٌ مجا تب مایل پاید جو و ز راپیدا کنیم ب‌فسمی که: 


سس وی کات 3 
هه مد ۲ 3 
۱ ک ۹ 
ه 2 ی حل , 111 
شب مد بت بر رد وه 1 با 
مصعحی 2 سس گ مس سم حل م 111 
ات بل وه -- ب- یز 
اس دا وت یی دب (یرت ن) دح ود 
۲ وج اب بر 1 وه -1 ب > من لد با 


هپس تس سح رم 


۳۹ 


۲ مب 


۵ جوه سس سب 


ی حل نیت 
( جازم یو 

حل .۰ ( ور ) ححلد و 
1 اس تن ِ_ِِ تاکن 


بس معادله‌های مجانبهای مایل منحنی عبار تند از: 


سس ات ۲ و << ۷ 
مثال ۴ س- مطلوب‌است تعیین معادله های مجانبهای منحنی تأبع 1-۲ آچو ۳ آبو] س 7و 
حل : منحنی مجانب فاثم ندادد « مجانب افقی نیز ندارذ زیرا : 


ا کرمعادلة مجانپ مایل ظ.ب »درو نو باشد. از حذف بو بن : 
۲ پو۳ سس یوت بو و ط 0۱ بو 
نتیجه می‌شود: 
اف خی اس ی جح ۳۲۱ 
(۱ ۲ ۲)10 ۳6 ایو( اس ۳( 
دوتا از ضرایب بزد گُترین درجه را صفرمی گیر یم: 


7 10 2 ۳] 
رطس ۳ 
ات ست و »2 ۱ جهن | 
پس !سرد ۷ مجانب مایل منحنی تأیع است. 
تپصرف هر گاه دو منحنی (ر)) و ()) نمایش تایعهای () تلو و (و ۲ 
باشند وداشته باشیم: 


۰ | ,رو ,و | سد پا 
0ج - ج- »و 


2۰ | ,و| حد 
مه لا بت ز 
دو متحنی را محانب یکدیگر گوئیم. 
مال- منیهای نمایش دو تایع برٍ ‏ ا جع د "مدع ولو مجاب یکدیگرند 
| |پوت ,| حد 
02-۱ مت و 00( +- از 
۱۱۰ 


تمر بن 


معادلات خطوط مجانب هریلك از تابعهای زیر دا تعیین کنیذ. 


1 ۳ بر 
یس ۲ (۲ سس مد | ([۱ 
عته 6 وت 
9 ک , ۲ ۳۱ 
۳ ۳ ی ۱۹۳۱۳ 
۴ سب »و ۱ ٩‏ و ۱ 
سَتِّ ۰ ور ۲ 
ا یو (ه ...2 
۶-۲ /| ۹ ۹ 
۳ ۱ ۱ ۱ 
۲ برع س آیر ۷ ۱ کرد (۸ ۲ سر سر << ۲ ۷ 
مرب تشر / سول 1-۲ 
۳ اج رش 
تم ما هن ۱۰ 1 ۲ زد ٩(‏ 
۱ ۲ 1 - پز۲ ۱۳/0 9 
۹ ۳۳ ۰ 
ِِِ» ]و (۱۳ 
۷ ۱۳۱ 
٩‏ حت ‏ ور 
۳۳ ۹ 
ت۷۰ ۳ 
۲ اعد (۱۶ - "۷ (۱۵ 
۳ ۳9 "1 
۶ سس < سسته ۲ پر جر (۱۷ 
۱ ۷ و 
8۹ مه ۳۲ ِ اس( 
با۸۲ دب (ه ِ_ِ > (۱۹ 
عه هد ي. و 9 ۶ :2 ۳ 5 مما ۰ 
۱ ۲ یی کنید منحنی (6) به معادلة 7 ۷ مجانب منحنی (ر) بسه د له 
۲ ۴ ۱ 
سل و یر 
۷ می‌باشدءضمناً تحقیق کنید دو منحنی دارای خطوط مجانب مشتر کند. و 


معادلات آن حطوط را تعبین کنید. 


1 


۲ 
۳ تا بع با ضا بط ۳ ۲ 


پع تست رت :مس ماس 


سیم تحت ۳ و | ها : 
1-۲۰ > تا 
الف - پارامترهای و و و[ و م را چنان تعین کنید که منحنی این تابع دارای مجانبها یی 
به معادلات ه حت ۴و و و ۱( زر - ب باشد . 
0 ۰ ۱ ۳۳ 
ب - مجانبهای منحنی و را به‌اراء مقادیرحاصله و و ط وم که‌در فرض‌التف 
۱ 


بدست آمده است تعیین کنید. 


۳ تأبع زیر مفروض است: 


۲ کنو زو ۲ نو 
پادامترهای ۵ و و را چنان تعیین کنید که منحنی تابع فوق وقتی مه + بر 
دارای مجانب مایلی به معادلةٌ ۷:۳ عد بو باشد. 

بب به ازای مقادیر حاصلاٌ و و مجانب دیگر تابع را تمین کنید. 
۴- به فرض اینکه 4 از وج تا مح + تغییر کند و داشته باشیم: 


الف بس 


و هر ۲ 
4 تن ۳ 

0 ۱ بت :اف 
۳ 1 ۸ 


خواهیم داشت (:)] عد بو » مطلو بست تعیین معادلات جطوط مجانب منحنی تابع  ))(‏ بو 
۵- ایم ۲41 (و )1۷ + و( رح بو ( که در آن جوز ) مفروش است. 
تحفیق کنید غ این تابع دار ای دو مجانب به معادله‌های ذیل است: 
۱ مس ۰ روجع+طس ] 


مس بو (وجدو) - هت[ 
(راهنمائی : حد |, ۷ - | را وقتی که من +« بو تعیین کنید) . 


۶ ای 4-1 ۲(و )۷ -+ وعو .که در آن ۳۰ . مفروش است. 
تحقیق کنید منحنی این تا بع دارای دو مجانب به معادلههای ذیل است: 
۱ 0 ساب یو ۳ 
ما ما و )وا توعد ل 


۱ 


۷- در تابع ۲۲ - 1/۵ - ها + برچ دب ضرایب 2 و 9 دا چنان نعیین کنید وقتی که 
وه + ب ور مقدار تابع ۱ < 1 شود. 

خطوط مجانب منحنیهای هريك از توابع ذیل دا به كمك دستورهائی که از حل مسئه ۲۵ 
و ۲۶ یاد گر فتبد تعیین کنید. 


۲-۲۳ ۷+ ۷-۳۲-۲۲ (۲۹ - 0۲ ۷+ ۳- بر لو (۲۸ 
۲ لس و۲ بو (۳۱ ۴۲ ۱ سر و (۳۰ 
۲۱ (۳۳ ( یر ۳ و (۳۲ 
۹ (۳۵ 1۷ نو (۳۴ 


۳۶ تا پسع با ضایطة عع ۲ ۱۲۱۲ ۷ مقراذضص است. 


الف. ودوج را چنان تعیین کنید که منحنی تابم وقتی من + + دارای مجانب مایلی 
به معادلهٌ ۳-۲ < ۷ باشد. ۱ 


ب- به ازاء مقادیر حاصل و و ۲ مجانب دیگر منحنی دا تعیین کنید. 
۳ معادله مجانب مایل هريث از ترابع ذیر دا تعیین نموده وضعیت منحشی نموداد هر 
تابع دا بامجانب مایل آن بررسی کنید. 


۱ با و 
بب 2 (! 
۹1 


۱1 


تصل ۵ 


رسم نمودار هندسی بت نابع حقیقی 


۱-۵- بر ای ر سم نمودار یات تابع عددی بامتغیر حقیةفی باید بهثر تیب زیر عمل نمود. 
۹ تعیین دامبه تعر ی و تعبین فو اصلی که تابع در آن ثاصله‌ه۱ دم سیخ 2 مسق پذیر 


اس تین زوح و فرد بودن تابع ازنقطه نظر تفارن نسبت به‌محور لها ومی‌دا مختصات و 
تشخیص منادب بودن تایع (درصورت نیارد تعیین دوره تناوب). 

۳ تعیین‌جهت تغییر ات تابع: برای این کارمشتق تابم دا حساب‌نموده وفواصلی دا کمشتق 
در آن فواصل مثبت یا منفی یاصفر است تعیین می کنیم. 

۴ جدول تغبیر ات: 

2 بررسی تابع در کرانه‌های» دامنه تعریف» وفواصل یکنوائی: 

بر ای این کار مقدار تایح رادر کر انه‌های دامنه تعریف و کرانه‌های فو اصلی که تابع در آن 
فاصله‌ها یکنوا پیوسته است تعیین می کنیم. 

(آب تعیین مختصات نقاط مهم : 

الف- تعبین مختصات تقاط برخودد منحنی با محورهای مختصات. 

ب درصورت امکان تعیین مختصات زتاط برخورد منحنی با مجانبهای افتی و مایل. 

ج+ تعبین مختصات نقاطی که مشتن در آن نقاط صفرشده و یا تغبیرعلامت داده است‌ونقاطی 
که تابع در آن نقاط مشتق‌پذیر نیست (نظیر نقاط زاویه‌دار یا نقاط باز گشت). 

د- درصورت امکان تعیین مختصات تقاط عطت. 

‌- تنظیم جدول تغییرات تابع: 

برای این‌کار جدولی شامل سه‌سطر 2 ۷ و ۷ رسم نموده درسطر اول عزهای بدست آمده 
را به‌تر تیب صعودی و درسطر دوم علامت مشتق ودرسطر سوم #های نظیر »رها را سوشته جهت 
تغییر ات تابع دا مشخص می کنیم. 

۵ب تعیین معادلات خحطوط مجانب: 

معادلات خطوط مجا نب افقی» فا ثم»ما یل تا بع را درصورت وجود تین و آنها را رسم می کنیم. 

۶ تمودار تایع را ازرری جدول بکمك نفطه‌ا بی بادقت رسم می کنیم. 


۱۹۴ 


۲ 
مثال ۱ نمودار هندسی تابع و بت (ور) 1ج , و | رسم کنید. 


حل: 


دامنه تعر یف بع: 4 سح م( [ است وتابع روی دامنه تعر یفش؛ بو سنه ومستی پذیر است. 


جهت تغبیر ات: مشتق تابم (۲ )۳ - ح رع + اکز۳ مه ع< ]حور بازای‌دو 
مقدار صئر و ۰۲ صفر شده تخیر علامت می‌دهد . 
جدول تغییرات تابع: مه + ( - ) حد.. عه ()] حول 
من حه جب و من س جب ۶ 
0 - - (-) حد.. ح< ()1] رل 
من بت ور 0 + بت و 


])0(-۰ (+ 


۰ << 2 
اج ه ‏ ()1 و 2 
مجانبها ٩‏ - ع (۳)"] و 5-۳ 
)1 
داریم: وم با زو اوح ال حد 
له جب ور مج سل ب ور 
۲ (2)] 
مه د (۳۸ 4 -) حل ۱ حد 
0 -- جب ور 0 سب چبدو 


بنا بر این نموداد تابع مجائب مایل ندازد. 
نمقطه ععلف* ۳ 
(۱-ز)ع سس ید ())*] سر 


نقطه (۱,۲) ۳۲۲ نمّطه عطف منحنی است. 


0 د ۷ ۱ ه ۱ م6 | ور 
تا ام تسده 
-‌ له 0 س_ )"1 


ری سس یس هس ات 


مه ید هر ۲ ار وی ۴ب م6 + | (1 


بیس | سا سس 


زکند: نقطه عطلف منحنی درجه سوم؛ مر کر نمارن آن است. 


۱1۵ 


۲ ۳ 1 
۱ ۷ ۳ 
هثال۲: نمودار هندسی تابع ی سجع< () 1 جس یر 9( رارسم کنید 
حل: 
دامنه تعر بف : < 7(] و تابع روی 1 پیوسته و مشتق بد یر است. 


۳ ها فِ 
هت تغبیر ات مسیی تایح ۱ و تسس (۲0 جر ۰ همو ار ه میت اشست. 


1)(<۰ و (خ[ع:۷) و تایح همو اره صعودی است . 


۱۱۶۶ 


۸ 
0۵ سب جبب بر 00 سس سب 26 


1 
۵ 2 ع(م). ح ح(16 حد 
من 4 جب پر من + جوز 


۱ سد (0)*] و ۲ - (ه)1 


مجانیها: تایم مجانب مایل ندارد. 
71 #۲ 
ناطه عطف * مشتق ثانی تا بح ۱ ()۲۳ 3 949 باژ ای۱ دس ۶ تغییر علامت می دهد, 


۱ 3 ۸ ۲ 
پس منحتی (7)) يك نقطة عطف (- و ۱ - )11 داردکه مر کز تقادن آن هم می‌باشد. 


7 (۱-)؟ 


مثال ۳: جهت تغییر ات ومنحنی امایش تابع با ضا بط 


۲ ور (ع() سیر ود 6۳ رارسم ۷( ۳ 


حل- دامنه تعریف تابع: -م(] و تابع دوی *1 ۰ پیوسته ومشتق پذیر است . 

تابع ] زوج است ذیرا: ()1 ع (1-)1 ۰ (۷۶6). 
در نتیجه تابع را دد فاصله آمه + و ه] رسم نموده و قرینه آنسرا نسبت به محورلاها 
می کشیم . ۱ 


1 
جهت تغییرات: مشتق تابع (۱ +۲۲۲ < ۲ +۷۳۲ (و) سر و بادای ‏ 


۵ حت زر تغییر علامت مي‌دهد . 


مه دب ار حد <  ])(‏ حد 
من 4 جب 2 60 .[. جب ور 
۲- -< (1)0 


(ه ح< 4۲-۲ آيزر چه ه < (1)5) ۰ (۷::21) 
۶حد (۱) 1 و 


۱ عد ز 
۱ 
مه 4 ۳ ۰ 1 
أ 
4 ۰ | (؟ 
أ 


وه مر ۱۸ مر و مر ۲-](3)] 


۱۷ 


هثال ۴: جهت تقیبر ات ومنحتی نما یش تا بع1باضا بطه ۷ب کوور س کرت لو جل ورهار 
۳ دسم کنیك. 

حل- دامنداتعر یف تابم: ک1 عم[ است وتا بح روی دامنه تعریفش پیوسنه و مشتق‌پذیر است. 

تابع ] زو ح است. در نتیجه نموداد تایع را درفاصله | وه + و »] دسم نموده و سپس 
قرینه آنرا سبت به محور ها می کشیم. 
۱ 3 


ات ام مت ٍ 
جهت تغییرات: مشتق تایم» و س(۴ )۴ عد ۴6۲-۱۶6 جد (()۲] شیر بازای سه 


مقدار ه ح و ۲ د زو ۲ سب حد ‏ صفر شده تغبیر خلامت می‌دهد. 


حدول تغییر ات تایح 


وج - ۳ حل (5)] سدیل 
5 سس ع ( 1*0۱ ۱ 1 ) تت ان تفت نی 
٩‏ سد (۷۲)] ۷ (1)0 


۲ 2 (۷۷) ۲۳ پم - | 
7 چیه ه < (1 رد ((۷) 


| - ۰ 


هم چ مر ور ه گر سید و ید۷ | (0)] 


۱ 
و 
1 


+۲ 


۲ مب 
۷ و ۷ است. 
ماه ۰ 
۹ 


4 


۱۱4۸ 


مثالخ۵: جهت تغبیرات و منحنی نمایش تابع ] با ضا بط 
۳ 1 
و عد (ی)] جر و +[ را رسم کنید . 


حل: دامنه تعررب" ۰ تابع: خ[ عدم(] و تابع دوی دامنه تعریفش پیوسته و مشتق پذیر | 


مدست) + 
جهت تغییر ات: عشتق تایع > 
7 
۲ اس را ۱۲۲ آازع مت تج ()۷)1] سیر 


زاس )۱۲ج( )2 - عد ()] 
(۱ -۲()(۲ مت )و - تد ()1] 


باز ای سه مقّداد. ۱ - و ۱ و ۲ صفر شده تغییر علامت می‌دهد. 


حدول تغییر أت : ۳ 
مه - ع (گو-) حد  ])(<2‏ حد 
سس بت و ی خت چت ءز 
۳ 
هه - ع() حد <()] حد 
0 ۳ جوز 0 + جب )و 


۱۹ 
1 


۱۳ 
یت (۱)] 


۴- بت (۲)] 
۲ ع< (ه) ] و ه << (0)] 


۳ 
۱۲ ۳ چ کوز۴ + گور ‏ جه وع ()؟ د (۷:2) 


۵ن لد ۲ ۱ اک ۲ات 6ج سب 


۱1۹ 


است, 


ی رز ۳ بع مجانب مایل ندارد و شاه بنها بت آن ما زنل سح در امتداد ۷۷ 


رقاط عطلف غاد تند از: 


۳ 
(۱ + )۴ + اا۳ )و (0)"] سر 
۲۳۳۰ + ۲ 
6 ۲و وک سب اي 
1 
و سا ۲ رابت ()]جس( 
۱ ۱ ۲ 
۸ ۲ ارت (5) اجک 
ری ی رت ۹ ۱ 
9 
هار۳ اس رسد ())] چس و 
1 


۳ج ۷ و۷ هرت (عز) ]سس 


: ۳ ِ_ 9 
۱ ( یی وشیشا 
۲ اس وا صم 
هفال- جهت تغییرات ومنحنی تابع ] با ضابطة سس ())ج یو را رسم کنید, 
۱ ۱ ۱ 
حلب دامنه‌تعریت: ً - 1 حفل تابم دوی امه + و ۳ و - و ۵ - [ 


و 


پیوسته ومشتق پذیر است», 


اه ِ 1 
جهت تغییرات: مشتق () "بر همواره مثبست است 
ی ۱ ۱ 

جدول تغییر ات ()۶ م6 ح ()1 حد 
و + جب و ون ح بت ور 

هه - عه (عز) حد . هه د < ()1 حد 

نت ِ 

۱ ۹ ۱ مس 


۳ < (ه)"] و ۱ عد (0)؟ 
اس یز ود ۱ رم چه و < (1 و (1۲ع:۷) 


همه + ۲ ۱ تب و ات 60 ]| و 
۳ ۱ و ()1۳ 
۱ 0 +1 
ای اف ۱ ۱ ,)1 
مه - 2۱ رت 


۱ ۱ 
تابم دارای دو مجانب به ماوت ۲ دس 5 امست. 
نکته: نموداد هندسی تابم ] با ضا بطهٌ 
0 + 2 ۶ ۱ ۱ 
9 ()]حجت ‏ و 2۳ ی 5 
رل هذ او لی است که نفطه 3[ محل تلاقی مجانبهای 
آن مر کز تقارن ۴ حطو ط به معا دلاات 


ی و ۳۳ 
۳ ار 


محورهای تقادن آن سینت . 


۱۳۱ 


2۲ 4+ 0۶ + 6 


یتست بت و و سل ! 
اد رها ِ عتع و ده 


تمودار تابع: 
دمو دار اس 


۰ ۱ 1 ۳ ی 
مثال ٍِ- دفیین جدول تغییر ات درس سحءی 0 نمایش نا بم‌باضا بطة 7 
دامنه تعر یف تا بع: (۷) - 1« م([ است, 

پس تابع به‌ار ای همه مقأدیر به استثنای ۴ عد 3 معین؛ پروسته و مستئق بد بر است, 


۲ پا ۱۲ ور ۱ ۲ 
جهت تغییر ات مشتق کج ۷ در ارای دود مداد ۲ بر و ود بر 


صثر شده تخیر علاست می‌دهد» پس تا بح ركش ما کز یمم ويك می‌نیمم دادد. 
جدول تغییر ات: در اذزای ه ع ز دادیم ه ع زا و درازای ه بح ۷ دادیم ه هر یا ۳ صد ز 


هر گاه 0 -- چت بز دادیم ۵ + بب ۰۷ 


0 + حه ()] حد ‏ و مه - د (یرال حد 
۳ جس و 77 ۴ج و 
۱ 

1 ۱ 0 ۲ ۳ ۴ ۴ + 0 

4 9« ت- 0 ۱ 
« ۱ ۱ 
‌ 9 کیت وید 

۱ 
0 ۲ مر و ید !| ص- یبد ه ی ٩‏ م ه م مه | ۷ 


میا لب : مندنی تما سس تایع دار ای مجانب تائم ۲ بح پر است. برای تعیین مجتات مایل» 
تابع دا چنین می‌نویسیم : 


جح پیت بت و رش 


1 
م۳۱ لا 


پس خحط به معادله ۱ + »رد بو مجانب مایل 


منحنی است. شکل منحنی به‌شر ح زیر است, 


4 
رکته: ححرل چب ۳ راسیت توایع کسری وقتی که 


به‌سمت رز یشه سادة مخرج میل می کند باهم برایر 


۱ 


۰ 6+ ها +2۳ 
تبصره ۱ دز ۳ 


۲ ه "ها و 2 
اگر 1 مبین سه جمله‌ای صورت مشتق تابع اصلی» یعنی مبین سه جمله‌ای صورت کسر: 
۱ ۱ 
۲( وا) 7 
مثبت باشد تابع دارای يكث ما کزیمم و می‌نیموم است و اکر »> باشد نابع ما کزیمم 


و می نموم ندارد منحنی هموازه سرت ره ۳۳ (ه محل برخعورد معا نیها متقارن است و نموداز 
منحنی به‌صورت یکی از اشعال جهار کانه زیر است 


تبصره ۲- ا کر عط غیر مشخص (] منحنی (ر6) نمايش هندسی تابع باضا بطه 
و مان 
2 ۱ 
را در دو نقطه 1 و ۷ و مجانبهای آن ر( در نقطه‌های ۷و ۷[ قطع کند ۰ همواره : 
> ۷ 1 ه ۷1۷ 
برهان : کافی اس 1۳ بت کنیم که 
وسط ۷۱۷۲ بر وسط ۲ ۷[ منطبی است . 


سیم 


۱۳۲ 


۴ 
۱۳ ۱ 
٩‏ (۴ ۷ 
سس +۲ - | ۲ ی 
۱ ک( ی 9 
نمو داد تابع اراس کوج > ۷ و 8 8 ت__ 


از : ۱ ۳ 7 - ۳ چم 9 
۳ ۳ ۳ مرا ۲ ۳ 


پس تابع همواره معين وبیوسته ومشتق پدیر است. 


حجهت تغییر ات: : مشتی تابع: 


با ۱ ۳ 
بازای دو مقّدار ۳ - ع و و ۲ بر صفر شده تغبیر علامت می‌دهد, 


۳ ۳ 
ِ ۷ ۲ 
۳ 1 ت 
حجم بر و 0 عحح 
۲ ِ ۳ 
1 م 8 مر سست. سس 
- اه ند مر و 
۱۹ / 
-پ | کر 2 ین 
۱ 
رت سس رت مس سس تست سب سس ملد 
۳ ۱ 
۱ 
۱ 
ی سس سونو سس سس سا وس سر ۱ 
1 ب ین رز 


۱۴ 


مثال ۷ تعبین جدول تغییرات ورسم منحنی () نمایش تا بع باضا بطة 
وی 
4-۵ :۱-۴ 


حل- دامنه تعر یف: +1 م(1 است‌زیرا مخرح کسر ریشه ندارد پس تابع در دامنه تعر یفش 


پیو سته ومشتق بد بر است. 


جهت تغییر ات: مشتق تایح ۱ و - 


جدول تغییر ات: 


مجانب: تحط ۱ب ۷ 


مجاب انقی است. 


۱۳۵ 


3 4 


مثال ۴ تعیین جدول تغییرات ورسم منحنی (6) نمایش تابع‌باضا بط سسس مب--۱ 
۷ و 


حل دامته تعریف: ۶ - 1 > )12 زیرا مخر جح ريشه مضاعف ۱ - ۳ زر دازد. 
پس تأبع ددی فاصله + و ۱ و۱ 0 - [ پیوسته ومشتق پذ یر است. 


۳ 0 
جهت تبیراته عفتق تابع. ۱۲ (اسا ۲ 


۴( و) ات و) 


بازای دو مقدار ۱ -- 1 و ۲ - < ز تغبیر علاصت مي‌دهد. 


جدول تغییرات:. ۷ سس مب وا ۱ 
ف ت (۲)۷۶-۷۲-۲ _ , 
3 ‌ ما تسد ٩‏ 
سد: ۳( و) 
۳ 


تابع درادای ۱ عد پر مشتق‌پذیر نفلست ء فقط يك ما کزیمم دازد. 


0 3 مس و ن ۴ و ه -- - / ی 
۱ ۱ 


۳ فوسفت | 


۱ ۷ تن مس جات و 


۱۳۶ 


مثا ۳ ۱ ۳ ۳ ۳ ۳ 3 
ل۴- نمودارتابم ۶ باضابطة سس << ()]جسوو را رسم کنید, 
؟ سس »و 
حل- دامنه تعریف: (۱)س 1 عد م([ زیر ا مخر ج ريشه مضاعف ٩‏ عج 1 عد ور دازد. 
پس تابج دوی ]هه + و ۱[و]۱ و مه - [ پیوسته ومشتق پذیر است. 
جهت تغییر ات: مشتی تابع بازای ۱ ع ر تغییر علامت می‌دهد. و ی تأیم‌دد ۱ حه 2 مشتی پذیر 


دی ۳ 
"روت ) 


حط ۱ ز محور تقارن نموداد تابع است. 
نکته: حد چپ ور است تابع کسری وقتی که بر به سمت ریشه مضاعف مخرج میسل می کند 
متحدالعلامه‌اند یعنی يا هردو مه + با هردو وه - هستند. 


۱۳۷ 


1 
مثال ۵- نمودار هندس تا تن | دسم کنك. 
ل ۵- نمو سی بع سس سس 2 (1)2< ۳ و 2و دا رسم که 
5 ۱ ۱ 
حل: دامنه تعریف: تابع در تقاط به طو لهای ۲ بل انیت» 
ودامنه تعریف تابع عبارت است از: 


۲ + و ]دج [لا] و حه - [ ع< م(1 


)۷ (۵ - 6)۲۲ - ۷ + ری س ۷6۲ 
جهت تغییر ات مستقی تا پم سدح سس نب ریخ 1۳ 
ن (۲ ۵ ۲ (۲+ و۵ ۲ز۷) (1۳)۲ 
۱ 
ی 2 و 
7-۱ (60۱ و ۱ ز 
مجا نبها : ۱ 1 
سید حرش تحت ت 
0 ِ (2)) حد 
م ج »زر من جبب 
+و د ()] حد » -هع< ()] حد 
جدول تغییر ات من د جب1 سم چسه زر 
0 - ۲ ۱ ۰ ۱ سب 0 بت | ور 
۳ 
ی ۰ هر ها 
8 ۱ ۰ ۱ ان 4 
نادساح رب سر اان مس ریب ترشیت یه 
۵ + ف_ ۵ + 
ید ۳ 2 مر و رت یی ها ۷ 
جچ س 
مه - حه ()] حل 
7 ۷ج ور 
۳۳ ۱ 
ِِ 
۲ 
مي ود حد 1 (1)] له 
ی 
ل 
هه - << (5)] حل 


۲ 
۲۱۴ 4 4 ۲ 
و مسب د ()1جر را رسم کنید. 


به ازاء دد<و داد یم ۳۹ و به ازای هو دار یم 5 - ]| | 


هثال- جهت تغییرات ومنحنی تابع ] با ضابطهة 


پس باید خر ات دو تیم ز بر دا پررسی کرد: 
۲-۷ »ر ۳ ۳۲ 
۵ع( ار ۱ و ۵دوباو ۲۱ 
> وا ۱ 9 


تایم ۷ همو اره سوسند اسعی و مسق آن مخت آتیخ: 


تفت ۰ س ماگ عشی 


۰ 
۱ اک ۲ 
<< ۳ 
۳ 2 ۷ در از اء ( س چت بر و ۵ -- - بو تمعن و در اژ اي سایر مقادیر هي و 
فوسته است: ۵ / ح ق سب ۰ 06 ۱-- ور ۱ 
۸ 103 8 4 
دن سب + ۵ - و ات ۰ سب زا 
كِ- ۳ ۱۸ 
تغیرات دو کایع رادر يك جدول خلاصد می کنیم : 


تابع درادایه ‏ یو می نیمم است 


امامشتق آن در ازاهء < ر نامعین است. 


۱۳۹ 


۹ 6 +4 دح +4( 
۵ سس ۲ سب بعضی آذ خواص تام  :‏ سس یب (درعال : 
و يا 8 مخالف صفر باشد). 

۱ هرگاه تابع فوق دارای يك ما کز یمم و يك مي‌نیموم باشد و منحنی (ع) نمايیش 

تابع را با حط دلخوام ی‌موازی محوریدها قطع کنیم نا منحنی‌دا در ده نقطه ۷6 و 7۷ فطع 
کند . تماویر 8 و و تصاویر نقاط ) و (۰۰1 کزیمم و می‌نیموم تا یج » روی محوررها 
تلکیل نفسیم توافقی می‌دهند. 

۲-هر گاه‌منحنی (02) رابا حط وت بز مواری ممحور رها قطم کنیم همو اره ۷ و 
لول تقاط برخورد خط و منحنی رابطهً مستفلی از وج به برقرار است . 


تعیین عرضهای ماکز نمم دمی‌نیموم تابع بدون استفاده از مشتق 
هر گاه عط ۵ موازی محوروهاو به معادلة ۷و دید باشد از حل دستگاه دو معادله: 


وا ۳ 
خو اهیم داشس ۱ 111 ۷ 
( ۰( 6ه0) در ( و وم رو وووا) 
معادلةً (]) طول‌های تفاط بر تحو ردخط (و) عد ۷ وهتحشی (6)می باشد حال‌هر گاه ۵ مبین‌این معادله 


وا ۲-1 پر ۱ 


منیست باشد معا د لد دوجوابت ودر تسمحه ۳4 مثحی را در دو شطد ماه قطح می کندد. 
هر گاه ۵ مبین معاد له را صفر قر اردهیم »معادله(]) دار ای‌ریشه مضاعف برده وحط بر مننی 
مماس است. یعنی زیشه‌های معادله (]]) ه ع (6 -- ۵()00۱6 )۴ سک( اه) ع ۵ 
که برحسب ورو از درجة دوم است عرض‌های نقاط ما کزیمم ومی یموم می باشند. البته بایدتوجه 
داشت که این ریثه ضریب ۲ را در معادلا (1) صفر نکند» زبرا در آن حالت معادله (1) به يلك 
معا د له درجة يكك بل ی و میین معنی ِِِ 7 ی 


سس و ر بهمضاعف 


و 0 
معادلف(] ) که در ات بدجای 1 سه تر تیپ مقادیر 3۷ ریشدهای .ماد له( [[ ) را فرار می‌دهیم. 
()۱ 


مر هم درموقع محاسبة عرض ما کز یمم و می‌تیموم سای ۱ می تو انز یشه‌های 


(*)ع 
ٍِِ_ ()؟ () "۲ 

مز رو 7 5 ۰ بسست خه دب ۱ ء ۱ ِ ۳ 

مشتق را به‌جای اینکه ۳ ما وی ۳7 ۱ بدشرط اینکه ()ی د () 6 به 

ازای آن,قدار صفر نباشد) فراردهیم زی۱: 


()]۰() 8 - (*)۰()) 
"[()ع) 


.ٌ 


۱۳« 


طول ما کزیمم و می‌نیموم ریشه‌های صورت مشنق است یعنی: ()۰0(*) 8 -< (*)2:(۰8) 
چون ()ع و (2)اع صفر نبست طرفیل دابر (26)".(*)ج تفسیم می کنیم تانتیجه شود: 
( 3) ()) 
مثال مِ («) 8 (*)8 
۳ 
جهت تغییر ات وسنحنی نز سس (ا1جسرو را دسم کنید. 


دامنه تعریف: (۱- ]٩‏ ]و تا بح در|هه +و ۱[و] ار مه [ پیوسته دمشتق‌پذیر است. 
جهت تنبیرات: تا بع درنقطه يك مشتق‌پذیر نیست و مشتق تابع بازای ه س ؟[ ؛ صفر شده 


ولی تغییرعلامت نمی‌دهسذ.و بازای۳ بر تفییرعلامت ید (۳ )اور 1 
۱۳ 2 (12 چ- بر 
موب ع (ب). حد حل(1. حد 
۵0 سب جر 0 سب بر 
۲ مه + د (10 حد 
مه 4 ۳ ۱ وه - | 5 2 
۱ ۱ ۱ ۳99 ۱ 
4 1 ‌‌ ۱ + ه 4 ()۶۷ مه + ع ا()1 حد 
دک ۱ تست ید اجب زر 
۲۷ ۱ ۸4 1 
0 + م۸ 9 هه + گر د الم ۰ 1 (۳)) ع(ه) 


])( 2 


۳ -- ۳ ۷ 


بت سس سوه حول 

4۶۸ چم - ج-یز 
و 

۲ -- پز۳ ت 
7۳75 

)۱ ۴ وه + بر 


۱۳۱ 


تمرین: 


جهت تغییر ات و نموداز هندسی هر یلك ازتوابع زیر را رسم کنید, 


56-0 ۳ 
۷ 
۱ ۲ »3 
۷ ۸ ۲۲ 
۲-۴۷۳ ۳ 
۷-۲ ۴۲-۳۷ 
(۱- آ)و) ۳ ۱۳99 
۲-۷ 
(۱۰ 
۴ سس ۲ »زر 
7-۷-۳ 2 (۱۲ 
2 کی 


۱۳: 


6 ۲-1-۲ ۱-۵ 


۳ و ۷( 3۳:: 


اس ۳ 
5" < 7 (۱۸ 

4-۴ ۳ 
۷ عد ۷ (۲۰ 

)۲ +۱۲ 


۲۲( ۷ ۲-۲ 


۳ 


‌ِ 
۱( ۱ 


۱ 3 
یوم ۷ (۳ 

۸ ۲۷ 
ی 
۱(۲-) ۳ 

۱۱ - )»۳۱ ِِ 
۱(۲- )۳ 
(۳ )۲۷ 0 
۲-۵-۳۴ 
۱۱ 
و ۳ « ۱ 
دس لز(۱۳ 
"(۱- ) 
2 ۷ (۱۵ 
۴۶۱ - | 
۱ 
۲ - ۳ -- آ و 
ی 
۳ + 6 
۱ 


ام ۳ اقا مر ات کد در آن رو است مقر وض است: 
ج اس و۲ ایو ۲ بت روم 


الف_ چه رابطه ای بين 8 در[ برفرار باشد تا هجو +۱ ((۱ ما کزیمم و جنر 


بت به فرض وه و و ه عج ری 4 ]۷[ جدولن تقییر ات تابع زا پس از تعیين پارامترهصا 


تمیین ومنحنی آنرا دسم کنید. 


۱۳۲ 


۲ ت‌«۱ 
۳ اگر ۸ و ۱1 تصاوبر تقاط ما کزیمم و می‌نیمم تایع و ری محورمه 


و ن) و (1 تصاویر نقاط تلاقی خحط 0 1 با منحنی تابع فوق دوی محوریرها باشند» نشان 
دهید که چهاد نقطةٌ ([ و ز) و 8 و ۵ دوی محور رها تشکیل يك نفسیم توافقی می‌دهند. 
کر 
۵-1-۴ 1 
الف- منحنی نمایش آنرا رسم کنید. 
ب اگر ۸ و (] دونقطه از منحنی‌باشندکه مماس در آنها موازی محودیدها باشد و ۸ 
و ]را یر( اس سا شا و وف دک اي مانند ز) قطع کند. مطلو بست‌مختصات 
جح معادلهٌ مماس در ز) را بنویسد.ا کر خحط اخیر منحنی را در ([ قطم کند مختصات 
نقطه (] را نیز بنویسید. ۱ 


۵- تا بع عه ۷[ مفروض است. 


۶- اولا" مطلوبست تعین جدول تفییرات و رسم متحنی (()) نمایش تابع: 
۲( عر) 
یلایر ۲ 

ثاناً اگر رز نفطه برخورد منحنی (ی6) بامجانب آن باشد معادلاٌ خطوطی راکه با ضریب 
زادیه‌ای و« می باشند و از رآ[ گذشته‌اند بنویسید هر گاه ,]و,]. دو نقطه دیکر برخورد خحط 
مذ کور بامنحنی (ر)) باشند حدود پارامتر جوم را چنان تعیین کنید که دو نقطه برخورد دیگروجود 
داشته باشد. در حالت مخصوص که ,1 بر ,]۷ منطبق است مقادیر 10 دا تعیين و مواضع 
,۰ با ,]۷[ دا مشخص کنید. 


۰ سل یرو ۲4 5 
۷- در تابع معت - ۲ مقادیر هم و و را چنان‌تعیین کنید که (۰و٩)نه‏ مر کز 
تقارن منحنی نمایش تابع باشد . پس از تعیین و و «[ منحنی را دسم کاید. 
ری تا و 
0 اک نات 


اولا: بت کنید 
باز اه مقادیر مختلف10 دسته منحنی‌های(مین)) نموداد تا بع‌فوق ازسه‌نقطه ثابت که مختصات آنها را 
تعیین خو اهید نمود می گذزند. 

ثانی: نت دا چنان معين کنید که نقطه تلاقی منحنی () باحط مجانب افقی نقطه‌ای به‌طول 


۲ 


۱۳۳ 


۲ 

۹- اولا" تغیبر ات تب سکات ت و دا تعیین و منحنی ]"نمایش ۲ نرارسم 
کید. 

تا ات ار خط ۸ بو مواژی مجور رها منحنی ۲" را در ]۷ و ۷ قطع کند مختصات 
۲ وتط ۷۷ دا برحپ‌پارامتر 2 بنویدید معادلة ر1 مکان هندسی نقاط ] را نیز تعیین کند 
و سحئی ۲ دا درهمان دستگاه مختصات رسم کنید. 

وا ۱ ۳ ۱ یی رش این 

در : 

۱) حدود «وو راچنان تعین کنید که تبع فوی دار ای ما کزیمم ومی‌نیمم باشد. 
۲) به ازاء ۰ حت 0 منحنی ۲ امایش‌تایع را رسم کنید. 
۳) هر حط غیر مشخص (] که ازمداً مختصات بکذرد منحنی با ۳ معمو لا" در دو نمَطهٌ دیکسر 


۲ د ۲[ فطع می کند. ا کر 0 وسط قطمةٌ حط 1۷1۷۷ باشد نشان دهید که مجموعه] متشکل از 


۰ ۱ ۳ 4 
ماط ۳ - 5 ۱ بت ۰ ۰ یر 
۳ فسمتی از مودار تایح 1۹ ج- ‏ می‌باشد . منحنی ,۳ را در همان دستگاه محتصات 
سم کنید. 
فا ۲و ۲ ۳ 
۳۱ رال «عروضن است ثابت کنیدبازاء همه مقادیر و ووا(هعدج) 


این‌تابع دار ای‌يك ماکزیمم ويكمی‌نیمم است. 2 و 9 راچنان معین کنید که مجموع طو لهای تقاط 
ما کزیممو مي‌نيهم برابر(۱-) وحاصلضرب عرضهای‌نقاط ما کزیمم و می‌نیمم برایر (۲ --) باشد. 


نس (0) تیاه ۴۸ ۴ 
سپس منحنی ( ( یش تامح بت عد نز را رسم کنید. اکر عط 10 ۲ منحنی (ن) دا دد 


رس ۱ 
دو نقّطه هر و 1۳ وخط سب - <عر را در نقطه ۲ فطع کند ثابت‌کنید که بازاء همه مقادیر20 


حاصلضرب ۳13 » ۳۸ مقدار ثابتی است. 


۱ ۳8 ۶ 
رف ت- (بج س مفروض است. ووا دا چنان معین کنید که نقطه (1۷])۲۳ 


قطه می‌نیمممنجنیتابع فوق باشد. سپس جدول ومنحنی (60) نمایش تفیرات تابع»_گ بو 
ست _ 


را رسم کنید. 


۲۴ ۱ 
برش ار وت / معر وض است 2 ر اچنان‌عين کنید که تفاضل عرضهای‌نقاطما کزیمم 


و می‌تیمم تابع برابر (۵) باشد. 


۱۳۴ 


آابعهای گنت 


۳۵ تعریف ‏ ابع (و)]ع بورا کنگک گوییم درصورتی که عبادت (:د)] نسبت به بو 


نگ باشد . 
تابعهاي ۷1۷-۱ - ور ل 
۳ 1/۲ + کاعت لا 


۲( ۷ ۱ برع ۷ 


اسآ لا - ۲۲ عت ‏ 
۴-۲ ۷ +1۷ < ۷ 
م۲ 
۷۱۲-۶ < ۷ یی هستند 


توجه: هروفت يك معادلهٌ اصم‌حل کردید جوابهای بدست آمده را امتحان کنید ذیرا ممکن 
است جو اب جارجی وارد معادله شده با شد 
مثال ۱!- تعیین جدول تغیررات ورسم منحنی نمایش تابع : 
۴ ۷ -- 2۲ ل 
دامنه تعر بف تأیم: هچ ۴ 4 ۲ب 1[ ۳ [۲ و ۷۲-- ]| <م(1 است تایسع در دامنه 


تعریفش پیوسته و دوی ]۲ و ۲ -[ مشتق پذیر است. 


2 جهت تغبیرات: مشتق تابع هب ۲ ۱ ۳۳ 
6 << _۲ 
7 ۱ یا 
ی ۷-۳۴ 
بازای ه د ز» صفر شده تغییر علامت می‌دهد. ۲ لا ۲"  -‏ 
۳ 
۲ 0 ۲- د 
ژ‌ٍ ۲ 
نت 0 یچ م‌ ۷ 
۳ من ۱ ۷ ۷۳ 


معادلهٌ ه حت بو ريشه ندارد. 
نموداد فوق نیمدایره است که‌دد ۸ و 
بر,(1 و ,1 ممساس است. و .۸۵ و دا 
نقاط توقف منحنی می گویند. 


۱۳۵ 


مثال۲- جهت تغییرات ومنحنی تابم ]با ضابطةٌ م 
و اور و ۲ سوت (وز6ج و روا رسم کنید, 


دامنه تعریف تابع: ۴۰+ ۳ - عدو([ يا [۴ وه) ء(] و در فاصله ۴۲ و ه[مشتق 
پذ یر است. 
تابع به‌ازای مقادیر فاصلهٌ (۳, ه ] همين و پیوسته است. 
: مت 2 ات؟ جهنه تا ازساد دن ۶ ۰ 
تا وتا ات ای ات تا تس ات اج او 
ورس 

معادلةٌ ه عد ابو یعنی ات توت دور زو ۳۲ ۲4 1۷/۷ مت ۲ 
دارد که در آن ۷۲ ۲ ريثة خارجی است و ریش مشتق تنها عدد ۷/۲ ۲-۲ است. 

ار معادله و 1 بر ایید دو عدد ۲-۳ و 2 تب ۲بدست می‌آید که‌در آن ۲-۷ 
خارجی و ریش؛ واقعی معادله ۷۲ م۲ است. بنا براین داریم: 


۲ 0 ِ ۷۲ _ِ_ ۲ 
: وحست. ۷ب 
.| ۲-۲[ ۷۲ 


برای تعیین علامت مشتق درهر فاصله عددی راکه ديشة مشتق نباشد در مشتق فر اردهید تاعلامت 


< ۲ 


مشتق به ازای آن معلوم شود. 


۴ ۲۷۲ ۲-۲ ۰ 
‌ سس ۰ سل و 
۲ یب ۲۲۷۲ 72 و چم ۲- و 


منحنی نیم بیضی است و برمحور وها وبر حط 
" (1 مماس است. 


تقاط ۸ و 8 دا نقاط توقف منحنی می گویند, 


۱۳۶ 


1 


هفال۷-جهت تغییر ات ومنحنی تابع ] با ضابطة ع و مت ۲ سر جد (یز)]جسس ور 


را رسم کنید, 


دامنه تعریف تابع؛ ۴<0-<(۰1 یا ]مه + د ]12 


تا بع به‌ازای ۴ << مین وپیوسته است ودد فاصله ]مه + و ۴[مشتی‌پذیر است. 


دم ۷( ۱ 
جهت تغییر ات‌تابع: مشقق تابع بازای-م-< » صفر شده تغییر علامت می‌دهاد, 


۱۷ 

7 شم بت بط ای 
۲ : و ۲۷ ۳ ۷-۴ ۲ 

1 


این معادله ر يشه ندارد پس منحنی محورزها را قطع نمی کند. 6 پر مت ۲ 


مه ات حد (رت 1/۴ مت ۲ تخد < (100-  )‏ حد 
من ۲ جب یز 0 سل جب بر 
نموداز مجانب مایل نداردولی دارای راستای مجانب بهمعادله ‏ < ۷ خواهد بودو نقطه 


۵ دانقطه توقف میگویند. 


۱۳۷ 


مثال ۳- جدول تفییرات ومنحنی تایح زیررا رسم کنید. 
۲ 
۳ 
دامنة تعر یف: (0۱ه + و ۱]لا[- و هه -[) <م(] 
تابع دوی ]هه + و ۱] و[۱- و مه -[ مین و پب‌وسته و ددی ]مه +4 و ازو 
-- و مه - [ مشتق پذیر است. 
1 


۳ 
جهت تغییر ات: مشتق تابع 7 + ۵ ()"]جسز است دعلامت مشتق اگر 


۱ << 1 باشد دادیم ۰ حر()ا] داگر است>ز باشد دادیم: سیر ۵ 
1 وچ 


۲۵ - ۶۷ ۱ ۳ 
۳ نت ۲-۱ ۷ 
بنا براین علامت مشتق بستگی به‌علامت کسر طرفب دوم دارد وه‌شتق بازای جس مت صفر 
شده تغییر عللامت‌مي‌دهد. : 


1۳)( < )۵ - 


جدول تغییر ات: مه د <(0] حد 
من لا جب زر 
سر 0۵-1 حد.. بت( حد 
9 0 مت جب و ون اجب یر 
0 سس عد (:) 1۷ حد ...۰ ۵ات ح ( ت )] 
۰ سر چعز 
مه + <()1] حك ۰ ۵ << (۱)] 
+ اجب و 
۵ 
2 0[ 
۵ ۱ 
م6 له ۱ ٩‏ مب ۳ رت ۱ 4 
2-2 ۱ ۱ 
+ تست 9 4 (۶)/] 
+ 5۳ | 1 
مه ط اعحسحح #۷ 
مر احح ۹ م7 309 
۵ اعصحت ۵ 0 


۱۳۸ 


چ- / 7 (۳ ی 
) +ه) حد لت حد 
۱4 ه‌ 


مب ور وم بت بت ور 


۱ 
(۰>) و ۲ (ات /- ۹ ۳ 


7 ۰-۰ ۱۳ حد ح (۲ - (1)5) حد 
* 


0 - جوز 


۳ بت 


[ سس سس ] 
۱ من - جر 
۱ که -, /]+۱» 


۱ ‌" ()1 "۳ 
(هحز) و ۸( ۲ ۱ ٩+۳‏ ۵) 7 


00 بل جر ون سل ب 2 


س] حد - (ور-(0؟) ‏ حد 


ی و 72 وه + بب پر وج 4 جو 


و جیل های ر ۷ < 7 و ۸ > 7 مجانبهای مایلند. 


۱۳۹ 


پر ۵ 2 


۱ 
۱ 6 
مثال ۵- نمودار تابع ۱۲-۳۶۲ + (1)5 جع دح دا رسم کنید. 
دامنه تعریف: [۲ و ۲ - ] عم( وتابع دی[ ۲۵۲ ب آنینو پیوسته وروی] ۲ و ۷ب 7 
پذیر است . 
هت تغییر ات: مشتق تابع 
۶ - ۳۶۲- 1/۱۲ () ۳ جیو 
۲ ۱۲ ۲۷ 


جدول تغییرات: مه +  (<‏ حد  -۱‏ (۲-)؟ 
۲ س چت از 

مه + (()۳) حد ۱ (۲)۲ 
۲ج 

])۱( < ۲ 


۲0(<2 د ۷۲ -(0)؟ 


سس ۱ 
(ه حد ۱۲-۳۲ ۷+ جح (رق) د ([ع ۷ 


جواب ۲ ۷ - < ز قابل قبول است. 


مثال وه نمودارتابم ] باضا بطة ۷۲-۲ كثٍِِ را رسم کنید, 

حل: 

- دامنه تعریت : 1 <م(1[ است و تابع روی فاصله ]مه +دو مه -[ معين و پیوسته و 
روی ]ه و 0 - [ و ]۱و ۰[ و ]هه + و ۱[ مشتق پذیر است, 

۲ جهت تغییر ات: 


۳۲-۲۶ 1 
ِ عد ()۷] جوز 


۷۲۲۲-۱۲ 


در نقاط ه  <‏ و ۱ تابع مشتن‌پذیر نیست‌ژیرا؛ 


۷ و۳ 1 ۳-۲۸ 


بت انس مت از حد <ل()*]| حد 


۳ و .تسس سین ۴ و دب و هچب ور 
۱(۲- 01 ۷ ۳ ۱(۲- )2۳ ۷ ۳ ۱ 


۳۲ ۸ 


و ب سم حد - ()"] حد 

سس" امسیر ا جوز 

۱و1 0 5 

و جهت تغییرات تابع بستگی به علامت (۲۶ - ۳(۸۲) دارد. 
۱ 
۲ 
0 له ۱ بیت ۰ 0 تب 4 
یت + ه - مه - || مه چ+ ج | ()۳] 
هه + | ۵ + 


۳- جدول تغییر ات 
) حد: 
مه - < (] حد مه + <(ع)1 حد 
0 سس بت 1 من + جب زر 
0) تقاط مهم: 
 ۳(‏ 1-۰ 
مه + <(۱)] 2۰ (۱)؟ 


۳ 


۱ ۲ 
1۱ 


1 


هو 4 ۱ 9 + | ۶ 


+ مه + مه چ ‏ و هه - مهب 9 


۲ 
هچ هر ه 72 ه ۸2 مه - | ()] 


#۴ مجانب: 


۲ 
(و- آیرت کی ) . حد. ع (-(108).. حد 
من لب بر من -- چب زر 


سس ی و سس و حیبست مرو و سوت جاور سب تست سرت تم رل 


و یت ۲ ی ۲ لدب( 
(۲ + ۲ - زا + ۳( - )۷ سم 


۱ 
یط (] به ۳ مجانب مایل تابع است. 


0 دا نقطه باز کشت و ۸ را نقطه عطف‌منحنی 
می‌گویند. 


۱ سس 3 
مثال ۷- نموداد هندسی شت وسوزه ۱(۲- )۷ ()] جر را رسم کنید. 
دامنه تعریف: 1 - +1 م(1 
۱ ۳ ۳ 3 
جهت تغییر ات: مشتق »سس چسسحیر.- ع (6) ۳ وب از 


1) -۱(۲ 


0 له (1)1 سح 
مد . جب یز | 
مه ۲ ع ()] حد 


0۵ سم چجست وز 


0 - ده ()1 حل 


ج بو 
مه + < (5)] حد 
جدول تغییر ات: ۳ 
من 4 ۱ ۰0 0 حب | 1 
+ ۰- 5 ۱ - )۶ 
من 9 


0 + را 


مجانبها : ۱ + رس ع لاو ۱ و لاو هد پر 


1۳ 


مثال۸ م تعیین جدول تغیبر ات ورسم منحنی نمایش تا بع: < 1" ۲ ند 


۲ ور 
دامنه تعریت: برای اينکه تابسع معین باشد باید ۰ یعنی ۲ یا ۱-- > 


و تابع در اين فاصله معين وپیوسته و در فاصلةً ۲ <ر و ۱ - > مشتق پلایر است. 
جهت تغییر ات: مشتق تابم پس از ساده کردن. 
و مشتی همواره منفی است. ۳فتت 


جدول تغییر ات: 


خبت ب( 3 هد صح ۲ << 
۱ ات ۳ "1 ( 


مهم و | ۳۹۳ ۰ << ۲ 


منحنی در هر بررنخط ۲ -- پرمماس است. 


تمرین: 
جهت تغییرات و نمودار هندسی هريك ازتوابع زیردا رسم کنید. 
بخیست. ۳ 
۴ << (۲ ۱ اس و )۱ 
۲-۵ ۷ و ۳ الا | رو ۳ 
۷ ۶۱ (۵ 


۱۴۴ 


۲ اس ات 21 (۸ 2۱ 1/6 ۷ زد لا ۷ 


ات خ لا رو ۰ و اور سر (ه 
۷۲-۲ + (۱۲ 4 و زر 


۱۳( ۷ - ۷۰-۷ 1۲-۱ ۱۴( ک /ز بو‎ -۴4٩ 
۱۵( کب سوت بو (۱۳ ۱ ۲-۵ کب‎ 


از سپس نس رت 
۲۱ ۰۲ ۲-۷ ۸ ۲۶+۲ ۵ ۷ ولو زب 


ب‌ جدول تغیر ات هريك اد دابع را که‌باهم نوشته شده است تعبین و منحنی نمایش آنها 
را دريك دستگاه مختصات قائم رسم کنید : 


۸ ۷ ات و زولب ۱سع و (۱۵ 
۴ ۲(۷+)دع و (۲۲ ۷۱2 او ۱و (۲۱ 
تسج دی تحت ۲ تیب نش 
۷۲-۶ < و (۲۴ ۲۲۷/۱ < و (۲۲ 
۳ ۴ 5-۱ 
"۷۳ (۲۶ سس لد ۲ 
۲ سا (۵ 


-جهت تغییر ات و نمودار هندسی هر يك از توابع زیررا رسم کنید, 


۳ ۱ ۷( - کت و (۲۸ ۲۷۱ ۷ (۲۷ 


1 


سح ب لز (۳۰ 2-۶ ۲ ۷ +۷۶ << ۲٩(‏ 
فص 
0 ۳۱ ( »و 
دس 1 یو (۳۷ ِ 9 (۳۱ 
۷ 
بر مج 
۱-۶ 


۱۴۵ 


نا بعهای مثلئا نی 
۵-(۳- تعر یف - تأبع مثلفا نی :ا بعی ازمتغیر حقیقی پواست که‌در آن حطوط متلثاتی فوس»ویا 
حطرط نی قوسهاک کي (0 و و اعدادی درست‌اند و ۰و و) بکار رثئه باشد. مثل: 


و كِ (۲)] د ومی 9/8 < (5)] 


تعیین تغییر ات #رسم توابع مثلثانی متناوب 
مثال۱- تعیین جدول تغییرات و دسم منحتی نمایش تابع ۲ +۵94 ۲۵۸ او 
در فاصلة [۲۶ و ۰] 
تا بع همواره معین و اتصالی است. مشتق آن می‌شود: 
( ۵ ۱ ۴ 602 ع اومم ۵ - کاومی زو ۴ عدد 7 
عامل (۵ - )وه ۴) همواده‌متفی است؛ بنا براین علامت مشتق مخالف علامت ومه می باشد 
ر بشدهای ه - »زوم عبار تست اد: ‌ و ۳ 


ریشه‌های قابل قبول ه ‏ رو عبارتست از ریشه‌های + یاه 


هط ۲۶ یا ه < 2 سب و یا ۰ 
۳ ۶ ۲ ۳ ۳۲ هس 7و 
هت ۷ ۲ ۲ جح ۷ و ۱ << 
۳۹ ؟۵# ئ‌ 1 
سس تخت حط کت +۰۹ 
۳ ۲ 2 ۱ ۶ 
-‌ 6 م4 0 سب 7 
٩ ۷ ۲‏ / و ۱ با تام ۷ 2۳ 


ی تفت مت سیب سس بشید تن تحل ‏ بت بفنم نج تست مت ما ور مسر 


سا مت بت هچ تست هه تج سم سل 


۱۴۶ 


6 ۷ 
مثال ؟- تعیین جدول تغییرات ورسم منحنی نمایش تابم :سب بب فاصلةً 
عبین هیر موه ی یس بع ۲ / در 
[۶ و #-] 
دورة تتاوب‌تابع بو ۲ است. تابع بهازای ریشه‌های( - روم افصالیاست بنابراین :7 یو و 


7 بو مجانبهای قائم منحنی می باشند. 


۱ ۱ 7 ۵ 
تا بع در این فاصله به‌از ای مقادیر ری و ۹ ععین و پیوسته است: 


رِ# 
سس (< یز پا _ عحد ور 
۲ 
مس کی-۷ 
۹[ -- وا ۲) 
۳ ۲ و ۰ / 


سس ۳ مس با و | 
۶ ِ. 
9 -< م- ( ۰--7| 
دود ‌ 
۶۲ ۲ 


۰ ۴ 7 ۲ ۱ 
حِ ۳ ِ وه سس 97 و 

۱ 

۱ 


۱ + 


مثال ۳- تعبین جدول تغییر ات ورسم منحنی نمایش تایح ۷ - رو < لا در فامله 


[7 و ۰] 


حلت دوره تناوب تایح - 1" است تابح را درنامله 1 و ۲۵ رسم می کنیم. 
دامنه تعر یف تا بع: 
(ه < ۳ ۷ - و4 و ه < )ومع - [ 9 0] <م(1 


21 ۲ اون و ۰]-<م(1 


۳ 7 7 ء 
نابع باذاکی > 1۲ ۲ 7 < ۲ منفصل است ۰ 


17 ۳7 
۳1 ] . 71 چه »ز << (1)] حد 
۱ 7 
0 < ۷ و > ۷ سک 
دقن مه - (ع)] حد 
۱ 1 
3 7 << ۷ ۳ 


رو( 


۳(۲ ۷ - (وب) 


مثال ۰:۴ جدول تغییرات ومنحنی نمایش تابع ۲ - ا»رکمم| + ۲و۳ ۲  <‏ را در فاصله 


۱ 77 17 
حل: درفاصله گ 5 ۳ همه بوده ۵ ؟ومه د |ومه| 


در فاصله و -ِ ۱ ۰ ک زوم بوده و زومن س عد |6092 مي باشد. 
ِِ 7 " 
9 6 ۲ روم ٩‏ ۳۵۵۲ ۷ 

در نتیجه (1)16 
۳7 77 ت 
پگ 1 هه ۵ ۲ ونم ۳۵۸ ۶ 


717 7 ّ 
الف: تا بع‌در نله ]7 و - | مشتقپذیر هیوست است و مشتق تبع عبادت‌است 


از. نس (وراو -- آزومع۳ ۷ < "۷ 
3// 
سب 22 ور 
از ۳ ۳ 
۳ س یز و ۳ < ۱ ۰ ۵ بت درو -- ۵۵82۲ ۲ 1 
ه ج- 2 
پ 7 
و حه 1 ست. _ <- ور < ۸ 
با زاء و بازاء ۱ ۱ 
٩‏ سس حر ۲ 1۳ -- < ل ۲۰-۲ < پآ 


ور یشه‌های ه < ۷ عباز تند از 


77 77 
بر و ۱ (--+ )۸اه 6 هس ۲ - وزومی 4 ۳۹۵۵۲ 1 


و ۷ ۱ ی ۲ ۳ 
تب تا بع‌در فاصله 7 و ۳ مشتی بد بر وپبوسته است و .مشتی ایح عبارت است اد؛ 


ی هب 9۲اه +4 ۳۵۵۵ ۷ << ۲ 
سرت ور 
17 ِ 
نز سود و 1۷۲ واه عوهاه +۳۵۵۵ ۷ 
۰ ت ۷ 
۳7 
تک »6 7 - ۶ سب < ور 
بازاه ۲ و ئ 


۱۴۹ 


ریشه‌های ه 2 عباز تنل از 


۳ 7 
ع زر اعد (س ‏ )اوعد ۲ بت و - ۳۵۵9 / 
۳ ۶ 
۱ 
7 ۳7 1 7 7 
۳۷ 7 ِِ سیب ستت. 0 ۱ 
۲ ۳ ۲ ۳ ۳ 


د 2 
2 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
[ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


الف - دور تناوب هريك از تابعهای زیر را 
یکی از دوره‌هاي تناوب رسم کنید: 


تعیین و منحنی نمایش هريك را در فاصلهةٌ 


انس نو 0 : > ۲ (۱ 
7 
۲ ۶ 2 ۲ بر (۳ 


9۲ لا . (۷ ۲ (۵ 


۱۵۰ 


‌ 17 
اک (۸ سب )وین ۲ عد 7و ۷ 


ب- مطلو بست‌تعیین جدول تغیبرات و رسم منحنی‌نمایش هريك از تابمهای زیردد یکی‌از 
فا صله‌های دورةٌ تنب ۰ 


وب ۲ 


۳ او شا 
٩-۲‏ :زو (۷۹ 


۱ یووم ۲ لا ٩‏ 
ور > (۱۲ 0 2۲ 860 2 ۷ (۱۱ 
> واهه 1 وا ع 7و (۱۳ ۱ |۵0 + مه -- ۷ (۱۳ 
مطلو بست تعین تغییر ات تابع زیر در :۱ صله [ ۲7 ۲ ه ]: ۱ 
۱ 
2۳ »۵0۵ ۷ (۱۵ 


ه - دریکی از فاصله‌های دورة تناوب جدول تغییرات تأابعهای زیردا تعیین ومنحنی‌نمایش 


هر يك را رسم کنید . 
توز ۱۹ ۱ بر و 

(- 3 602 > 619 ۱ مات 
ص_ ۷ ۱۹ و (۱۸ 
وم 61-1 توش 

۱ سس پز ویو -- یز ۲ وویو ۲ ای رس ۳۳ 

ی 0 ۳ ۳5۸ 
0 61 


(۱ )دون ۷ (۲۳ صه - ع ومم کز ماو ۲( ومه ع- ۲ (۲۲ 


جوم ۳۱۰ انح بو (۲۴ 


4 ری زرا و ۱ 
و را در فاصلاً ۲ > > ۷ -- بررسی کنید. 


لا کت 


تفس ات تا 
۳۵ ات اند 


۱۵۱ 


صل " 


تعبین نعداد زد شه‌ها وحل تقرس معادلةً درجه سوم 


٩ - 9‏ مقدمه : هرچند ریشه‌های معادلاً درجه سوم هس ()) دایوسیلة فرمولهایی بر 
یات اف ای معادله تعیین نموده‌اند ولی.چون ریشه‌ها معمولا به‌صورت رادیکا لهای مر کب با 
شماره‌های زایشکی «و۳ بدست آمدم‌اند . درمورد معادله‌هایی که ضراییشان حسرفی نبوده 9 
اعداد حقبقی مشخص با شنه می‌تو ان ریثه‌ها را بطور تقریبی به دست آورد .در زیر پس از ذکر 
دو نکته ؛ راه بدست آوردن ريشه‌های تقر یی معا دله بیان میشود 

۶ ۲ - کته ٩‏ - هر گاه تابع ()) عد بو.در فاصلةً [,و و ,<] معینوپیوسته بوده و 
در يك‌جهت سیر کند (فقط صعودی يا فنط نزولی باشد) و (,*)] و (,5)] دادای علامتهای 
مختلف باشند» حماً معادلةٌ ه سد (()] در فاصلهةٌ مذ کور يك ریشه دارد. 

زیرا مطابن شکل مثلا اگر ه>(, 105 و ه5,(<<۰)] چون تابع در فاصلا 139۸ 

صعودی است هر گاه نقطة متفبر 1 به طول بر روی منحنی از ۸ به طرف 13 تغبیر مکان دهد 


۱ ( ۲0 بد) 8 


((0؟ ,۸ 


۱ 


یعنی يو آن زیاد شود بو آث نیز مرتبا زیاد می‌شود وچون عرض آن ابتدا منفی وسیس در ([مثبت 
شده‌است وتابم ] پیوسته است ناجار در فاصلةٌ مذ کور يك‌جا صفر خو اهدشد ومعادلةً ه << (26)] 
در فاصلاً [,عر,,عد] يك دیشه دارد. 

۶ ۳ نکته ۲- نعیین تعداد ریشه‌های مءادلهةٌ درجهٌ سوم ه < (5)] 

ابندا مشتق تابع  ))۷(‏ ب را که یک سه‌جمله‌ای درجه دوم خحواهد شد تعیین و مین 
مشتق یعنی له داتعیین می کنیم؛ 

الف. هر گاه ه > ش باشد مشتق همواره دارای يك علامت ( مگر درريشةٌ مضاعف معادله 


۱۵ 


درحالت ه ۵ ) وبا للتیجه تابم (عر)]- بو از مه - تامم + (یا از مه + تامه-- پرحسب آن 
که ضریب درجه سوم مثبت یا منفی باشد ) در يك جهت سیر می کند ناچار معادله يك ریشه 
دارد. 

:۱ در این‌صورت‌مشتق دار ای دور يشه و تابع دار ای‌يك‌ما کز یمم و يك‌می نیموم‌است: 
اکر ما کزیمم و می‌نیموم دادای يك علامت باشند. به سهو لت از روی جدول تخیر ات تایع 
معلوم می‌شود که ه ع- (ع)] يك ريشه دازد. 

اگر ما کز یمم و می‌نیموم دارای علام‌تهای مختلف باشند (به سهولت از روی جدول 
تغیر ات‌دیده می‌شود) که معادلاً ه ح<(عد)) داری سه ریشه است. اگر ماکزیمم یا می‌نیموم 
صفر باشد ( از روی‌جدول تغییر ات مشاهده می‌شود) معادله دارای دوريشه است یکی مضاعف 
( که خود به خود بدست آمده ) ویکی ساده است. 

برای اینکه مطلب روشن شود به مثا لهای ذیل توجه نمائید. ۱ 

مثال۱- تعیین تعدادریشه‌های معادلهٌ: مد ۱۷6 وا 

تابع سل > ۲ ۱ س آورعت ۲ را در نظر می گیر یم 

۲ و چت و ۱۲ ۳)۲ چست. 22۳۲-۱۲ ۲ 


و سل ۲ بآ 0 -- | 
ِ و سب ۰ + 1 
مج هم ۵ _ ۱ ۷ ا ‏ چم 0 - | 


با توجه به جدول بالا وانکنهٌُ ملاحظه می‌شود که معادلةٌ فوق سه ریشه دارد به 


این شر ح: و 
مثال +- تعیین تعداد زر یشه‌های معاد له: 0 ح ۷ ام و۳۲۲۳ +۲ »و 
تابع ۴ -- ۲۲۲-۲۳ ورع بو را در نظر می گیریم: 
تایع صعودی ۷۲ سب ه عد 8 ) و ۳ مت ۷-۳ 

وم -لٍ ! سب 0 - | > 


هم مر قاس مر هن - | ۲ 


معادله‌يك ریشة(۱ -- حر,عد) دارد. 


۱۵۳ ۱ ۱ 


6-۴ - تعیین ر یشه‌های نقر یبی معادل درجه سوم از راه ثقر ببهای متوالی- با توجه 
به دو نکته‌ای که در ابتدای این بخش ذکر کردیم ؛ فرض کنیم بدانيم معادله يكك ريشه بین دو مقدار 
,5 د بک5 دارد ؛ یی لا ۱(>۵۰) ]ده <(,<)۴ و بخواهیم آن ریشه را با تفریب به‌عصوصی 
پیدا کنیم . 

ابتدا به جای ‏ عدد دلخوای مانند , با که در فاصلةٌ ]بز و 6[ باشد قر ار ميدهيم »- 
اگر احیانأل, »)] مهر 392 خحودريشه معادله است . اما اگر(,5)؟ صفر نبود مثیت یا 
منفی می‌باشد . مثلا اگر هک>(,:)] موم می‌شود معادله يك دیشه بين پیز , ,عد دادد زیرا 
2,(>۰) د ۰<ر(,:)]. به همین‌ترتیب اعداد دیگری دا امتحان می‌کنیم (ابتدا اعداد ددرست 
تاموقعی که ريشه بین دو عدد متوالی باشد » سپس- اعداد اعشاری ) تا متا به موردی پرسیم که 


داشته باشیم : س ۳۹ «<( 2 )؛ ۳ با لعکس (8 عددی درست است) در این 


مد >> وگ ريثة تقرییی معادله تا - تقریب تقصانی و ت 


۱ 
صورت دادیم 


9 ۱ 
مقدار تفریبی ریشه تا ۳5 تفر یب اضافی است . 


حال ا گر خواسته باشیم ريشة معادله را تا 


تفریب نعیین کنیم چون : 


و ی 


می‌باشد » در فاصلاً مذ کور به بو مفادیر سختلف می‌دهیم تا به موردی بسرسیم که مثلا داشته 


و ۱۰ 


باشیم >( گ)) و کر ند خر گ)؟ (8 علدی درست است) دراین‌صورت دادیم: 


9-۱ 8 
۱۰۰ > ۶ کوو) 
/ 
۸ زر بشه تفر ییی نقصانی معادله و ۳۱ 8 زر یمه تقریبی اضافی تا ۱ تفر یب 
و ه ۱ 9 ۵ ۰ ۱ 


می‌باشد. به‌همین ترئیب با تقریبهای دیگر ری روتوم » ...۰ می تو آن به‌هر | ندازء که‌خو استه 
باشیم به ريشه نزديك شویم . 
توجه : هر گاه معادله‌ای دارای يك ریيشهٌ گویا باشد و آن را از این داه حل‌کنيم و مثلا 
7 ۲ 8 . 8 ۲ 
ندانیم معادله ريشة و داشته باشد از راه فوق ريشة معادله عینا بدست خواهد آمد. 
مثال -٩‏ حل معادلهً » ۵۲ - ۳۲ -- 6۲ 


تایع ۵۲ - ۳ - "کات بو را درنظر می گيریم. داریم: ۳۳۲-۴ ار 


۱۵۴ 


مه 2 ۴و با زاس مر مه - [و 
با توجه به‌جدول می بینیم که معاد له فط يكثر یش ۱ << »ا دارد. حال عددی مثلا ۵ را انتخاب و 
(۵)] را حساب میکنیم : 
فِ‌<«:-:۱ چب جر (۵)] و ۵۴>۰- <(۱)] 
حال مثلا (۶)۲ دا محاأسبه می کنیم خواهد شد. ۵۰۰ - - (۴)۲ پس ریشة معادله 
۲>>۵می باشد. برای (۳)]داریم؛ 
۵ ۳۷- سب (۳)] پس خحواهیم‌داشت: ۳۹ اکنون مدد ۴ دا نمی کم 
ه عد (6)۴ پس ريشهة معادله عدد ۴ است. 
مثال۳- تعبین ریشه‌های معادلا ه سد ع -- پر - "یر تا ۸۱ه نقریب نقصانی. 
)و۳ تزع ل 


۳۲-۳ ع ۷ 

مه 1 ۱ 0 مج - | 
یی و یو ۰ 

وم 4 ۳ وف پا پم حست.... اللمم -[و 


با توجه به‌جدول می بینیم 


معادله فقط يكریشة ۱ ۷ دارد.حال عددی مانند ۳ دا که از ۱ 


بزر گتر است‌امتحان می کنیم» ۵ جر ۲ ۱ (۳)] پس معادله يكر یشه درفاصله ۲۲ > ۱ دارد» 


زیرا ۶)۱(>۰. 
حال علد ۲ راامتحان سی کنیم + ۰0  -۴‏ (۲)] پس ۲>>۳ 


عدد دلخواه ۲۸۴ راکه بين ۳ و ۲ است امتحان می کنیم: 

۴ ک > ۲ جت و۶۲۴ هد (۲/۴)] 
عدد ۲,۳ را امتحان مي کنیم: 
۱ ۱۸۳۹۵۹۹/۴ چب ۰,۷۳۳ - < (۸۳ ۶0۲ 
بنابراین ۲۸۳ 2 ر ريشة معادله با ۱, ه تقریب نقصانی است. 


۱۵۵ 


ِ- ۵ - حالت کلی بحث‌در تعداد وعلامت‌د بث‌های معادل؟ درجا سوم -سادلة درجٌ سوم 


۰ وم روآ یرو 


دا با تبدیل ور می‌توان به معاد له‌ای به‌صورت زیردر آورد: 


۰ < ) + 2۲-0 
بنا براینکافی است که در تعداد ریشه‌های معادله‌ای از نو ع اخیر بحث کنیم. 


برای بجث در تعداد ریشه‌های معادلهٌ درحهٌ سوم: 
(۱) 01-۲-2۰ + 
تغییرات تاهع زیر را بردسی می کنیم : 


۱ )۲( 0-۲( آجاعت ۲ 
مشتی این تابع مي‌شود : 


(۳ ۳+۲8 و 
هر گاه 0 معاد له ه عج 0 ۲-4 عز۳ریشه حقیفی ندارد و 7 همواره مشت است. 


مم ٍ- ۰ 


وم 1 2۱ 
‌ + 9« 


مد ۶ ٩‏ م2 م دا 
همچنین هر گاه ۰ << باشد » مشتق در ازای ه -- یو صفر می‌شود اما تخیر علامت نمی‌دهد و 
به ازای هدع همواره مت است.ینا بر این در حالت» و 0 تابع (۲) همواره صعودی است 


ومنحنی نمایش تابم فقط دريك نفطه محور باها را قطع می کند.یعنی هر گاه » << ح معادلةً (۱) 
فقط يك ر يشه دارد. 


ا کر > ن باشد آن ريشه مثبت واگر »حزن باشد آن ديشه منفی داگر ه < و باشد آن 


دیشه صفر است, 


۱۵۶ 


هرگاه ه > مشتق درازای دومقدار: و صفرشده و تفر علامت میدهد . 
در اين حالت تابع (۲) يك ما کزيمم و يك می‌نیمم دادد . اگر ,1۸ و ,1 نقطه‌های نظیر 
ما کزیمم و می‌نیمم باشند باید معلوم کنیم که چه موققم این دو نقطه در يك طرف محوز رها و 
چه موقع در دوطر فآن قرار دارند . 


هه + م بل با 4 با بط 2 | ۷ 


بافرض (,۲ و ,]1۷ 9 (,۲ مر ,)۸1 ازمعادلة »< +۳۲ نتیجه می‌شود که: 
(۴( و ما 
و از معادلاً (۲) خواهیم داشت: 
(و,۲م یوق ۱ ۲)ع ۲ 
۲۲( ا بطا)]ب 0( و ۳) ول 


وک اه تا راون ببس )بت او 
با توچه به رایطه‌های (۴) داریم : 


هر گاه ۲۷۲<۰ +۴۲4 در این‌صورت *<ر ۷۲ پس ,7۲ و ,۷ همعلامتند و دو نقّطه 
و ۴ در يك طرف محور ایو و افعند . در این حالت منحنی نا بع (۲) نقط در يك نمّطه 
محور »زار را قطع می‌کند و معادلةً (۱) فقط يك ریشه دارد. 


اگر 0۱ پاش آن ریشه منت و اگر : باشد آن ز ده منفی است. 


هر گاه ۰ ۲۷۲۰ + 0۳ ۴ در این صورت ه ,۲ و حدافل یکی از دو مقدار 
۰ب ,۷ برایر صفر است . پس منحنی نمایش تابع در يك نقطه برمحور > مماس و در يلك 
نقطةٌ دیگسر آن دا قطع می کند . در ایسن حالت معادلهٌ (۱) يك ريشهٌ مضاعف و يك ريشة 
ساده دارد . 

اگر هي ریشه ساده منفی ور یشةمضاعف ملثبت‌داگر > ریشه ساده‌مثبت‌وريشة مضاعف 


منفی و اگره < 6 هرسه ریشه صفر . 


هر گاه ۰ ۷( ۴0۳ در این‌صودت >پو, و و دونقطةً ,80 و ,]۷ در دوطرف ‏ 
محور » و وافعند و منحنی نمایش تابع (۲) با محور » و در سه نقطه متلاقی است . دراین 
حالت معادلهٌ (۱) سه ریذه دارد . 

اگر > دوریشه منفی يك‌ریشه مثبتءاگر ۰ < ی دو دیشه مثبت‌یکی منفی؛ اگره - 6 


يك ریشه صفر ودو ديشةً دیکر قرینه‌اند. 


خلاصاا بحث - با توجه به اینکه اگر »<رم باشد ")۴۳-۲۲۷ نیز مثبت خواهد بود. 
بحث در تعداد ریثه‌های معادل » -< و6 + »او + "یو به‌صورت‌زیر خلاصه می‌شود: 


الف - اگر ۲۷0۲۶۰ ۴0۲ ؛ معادله فقط يك ریثهٌ حقیقی دارد . 


۱۵۸ 


ب - اگر ه و ۲۷+ ۴۳ ۰ به‌فرض هعرج سعادله يك ریشهٌ حققی مضاعف و يك 
ریثة حقیقی‌ساده دارد . وهر گاه » < و در این صورته ع ی و معاد له به‌صورت ه << "و است, 
ِ- اگر > ۷+ "م۴ معاأدله سه ریشة حقیقی دارد. 
تبصرة ۱- از روی نمودار تابع (۲) در هريك از حالتهای سه‌گانه بالا » به سادگی 
می‌توان ار روی علامت 6 علامت ریشه یا ریشه‌های معادله را نیز تعیین کرد. 
مثال ۱- بدون تشکیل جدول ورسم منحنی تعداد وعلامت ریشه‌های معاد لهه ‏ ند پز۷ - ۲و 
۳ 


را معین کنید. 


۱ ۱ ۱ ۱ 
۵ - ۲۵۲ + ۲۷۹۲۰۴ )-۲(۳ ۰+۲۷ )2( <2 -۱۰۷>۵۶ 


معادله سه ریشه ذارد 


۱ 

حون 1 است‌دو ریشه مثیت یکی‌منفی است 

مثال ۲ بدون دسم منحنی تعدادوعلامت ریشه‌های معا دله ۱ و ۲و۳ ور (۱) 
زا تعیین کنیل 

حل: با انتخات مجهول معساف. ط ۹ معاد له 

1 ب مجهو ۲۱ رح مس - جر <ر معادله (۱) به صودت (۲) 
ه اج ۷ مب ۷ - 2۳ در می بل 
2۷۶۰ ۲(۲ ۲۷+ ۲(۲ )2۷ ۲۷۲+ ۲0۲ - ۵ 
> _-« 


نتیجه میشود معادله (۲) دادای يك ريشه مثبت است وچون ۱ + 26 یز می باشد معادلد 
(۱) هم دادای يك ریشه مثبت خواهد بود. 
تبصر ده - بعضی از معاد له‌های درحهٌ سوم را ۳ بدیلی غیراز 2 نیز می تو آن 
به‌صورت معادلهری‌از نو ع (۱) درآورد . به مثال زیر توجه کنید. 
مثال ۳- بت در تعداد ربشه‌های معاد له درحه سوم: 
۰ ست ((] سب )6۲-۳ 


۷ 
۷ فرض جچ ع بر دادیم: 


(4۴ ۳۷۸۵۵ ۲۷ ۲۷ ۶ ۴ ۱ ۲ 
و ۱ و۳ ی ۳ 


۱5۹ 


بحث را به‌صورت جدول زیر خحلاصه می کنیم: 


وم 4 0 ۴ ۳ 10 


۴ 0۳+ ۷۲ 


+ ِ و + 


سم 


يكك ريش ساده ۱ سه زر یشه يك ريشة ساده | تعداد ر بشه‌ها 


پاكر يشهةٌ ساده ويك يكريشه ساده و يك 


ریش مضاعف ره مضاعف 


مثال ۴- در وجود وعلامت ریشه‌های معادله درجه سوم زیر بازای مقادیر مختلف 0 بحث 
کنید ه ع (10 - ۱) + ۳-۳ و سپس یکمك رسم منحنی درستی دا بررسی بحث‌را کنید. 
هد (10 - ۱) + ۳ - ")1 
۲۵۳ )۲۷ ۲( و مس ۳(۲۰۲۲۷)۱- ۲۷0۲۷ +۴۳۳ 
2۳ 00 و ۱- 2 10 
۱ + 1۲۱ » <- 10 - ۱ نت 6 


دوریشه مت | 


يكر يشه مثبت 


يكد يشه مثبت| يكد یشه منفی 


ز ات تسس سس ۳ 

مضاعف منفی يك ریشه صفرا | مضاعف مثبت] 
ساده میثت دو ریشه‌قرینه || ساده منفی | 
۱ ۳ - رح 121 


ها کز هد ۲۲-۲ لا را 2 


۱۶۰ 


مضاعف منقی يثر پشه‌صفر ریشه‌مضاعف مثت 


سا ده مثبت دوز پسه دیکر قر ینه صاده منفی ۱ 


- روابط بین ضرایپ و زیشه‌های معادل؟ درجه سوم هر گاه معادل4 دزجة سوم 
هس ل 4 6 ۲ رو ره 
دارای زر یشه‌ه‌ای حفیقی ,و و , و + باشد چند جمله‌ای 4-0 ۲46و[ یوج بسر 
(.ع- ) و (.--) و( ) بخش پذیر است وداریم: 
هه با )ات اقا )۵ 
باساده کردن طرف اول ومتدد کردن دو طرف خواهیم داشت: 
[ ط وا اس لا مک مایت خن اس تا ا) - آبد]ج 
دعر 9 
۲ سس سس عم ولا .لا 
نا براین خحواهیم داشت: 8 
6 
سس کج ویک کل 25 
۳۹ خی وی : 
مثال- روابط بین ضرایب و ریشه‌های معادلهٌ درجهُ سوم ه -- ۲+ ون - آو عبار تنداز: 


۱ 


۱۶۱ 


نکته: در صورتیکه معادلة ه < و + زج + آیز دارای ریشه مضاعف باشد یعنی 
ه < ۲۷۲ + ۴۳ باشد. 


سین ۳ 
0 متا 8 اه ۳7 ل: 0 
ز یسه عف. ار فر موب : باکت ۳۳ 
ب 5ج .۳ 
همه ۳ 
وریشه ساده از فرمول: 3 ۷ هت 
محاسبه مي‌شود. 


معلو م کنید هر يك از معادلدهای زیر چندریده دارد. سپس مقدار تقربی ریشه‌های هر معادله 
را با ۱ ه تقریب پدستآود بد. 
حج ۵ 2 ۲ و (۱ 
۱ ۲ 6 (۲ 
رت ۰۰۳( 
۴ معادلهة ه عد او یواوه مت آیزآو۳- )و مفروض است. 
الف. تحقیق کنید که این معادله به ازای جمیع مقادیر پارامتر و دارای سهریشهً حقیقی است. 
ب روابط بین ضر ایب و ریشه‌ها را بنویسید و تحقیق کنید معادلهٌ فوق همواره دارای‌دو 
رینهٌ منفی ويك ريشة مثبت است. ۱ ۱ 


۵- با استفاده از روابط بين ضر ایب وریشه‌های يك معاد له درجه سوم دستگاه سه معادلة ۰ 
سه مجهو لی ردیر ۳ حل کنید: 


مد او وا و + وق + ی 

» < اد وا + و ۲ 

و او ای تون با بر 
۶ معادلهٌ درجه سوم هد ۲ 4 ۳۲۲۱ يو مقروض است. 


۱۶۲ 


الف - حدود بارامتر وم را چنان تعیین کنید که معادلةٌ فوق دارای سه يا دو با يك ریشةٌ 
حقیقی باشد. 
ب به ازای 2۱ 10 و ۱-- ح- ور ریشه‌های معادله زا بدست آورید. 
ج- پارامتر جع را چنان تعیین کنید که یکی از ریشه‌های معادله دو برابر قرينة دیگری‌باشد. 
( :۲ ح عم 
۷- اگر ن و6 و دیشه‌های معادله ه < 00 - ۱(۶ + 8۵ ۲) - ۱(:۲-- ۲۵ ) + "6 باشد 
پادامتر ۲0 دا طوزی تعیین که دابطهٌ و > ۲۲+ 67۲ + 0-۲ بین دیشه‌ها برقرار باشد, 
۸- باز ای مقادیر مختلف 4 دروجود وعلامت ریشه‌های معادله زیر پبحث کنید. 
ه ‏ (۱- ۲2 - (۱- ۲-۳۵ 
9- باذای جه مقادیری از 1 خحط (۲] به معادله ع د ۷ نموداد هندسی تابع بسا ضا بطه 


۲ ۲ ۳ 2 1 1 ۱ 
توح لو را در سه نقطه قطع می کند آثر :0 وژ ویر طولهای نقاط تلاقی حط ومنحنی 


باشند ع1 را چنان تعیین کنید که ۱۲ ۲۲+ ۵۲ + "یج باشد. 
هِ"_ مطلو بست تعیین حددد 0 ضریب زاویه‌های حطوطی که از مبداء مختصات می گذرند 


و منحنی نمایش تابع ۳ ۷ را در سه نقطه متمایز قطع می‌کنند. درحالیکه خط 
مخ بای اش بات له آببانی وا بای 

۱ - معادله ه < (و + ) - ری + ۲)ز(۱ - ) + ۴ مفروض است‌رابطه‌ای بین‌ریشه‌های 
این معادله بنو یسید که به و و ن بستگی نداشته باشد. 

۷ اگر ع و ۵ و7 ریشه‌های معادله ه -- ۲ -- »روج - آپز باشند معادله درج؛ سودیگری 
بنویسید که ریشه‌های آن ۲۳ و ۳۳ و کل باشند. 

۳ اگر ب و 8 و بز دیشه‌های معادله ه ‏ ۲؟وو + »ر(و + جه) + آیر۲ باشند ثابت 
کنید ه < ۳0۵۵۲ ۲+ ۵۳ + 0 

۴- اگر بن و ۵ و « ریشه‌های معادله ه ه ۱ ۳:۵۲ - "یروج ۲ باشد 10 دا چنان‌تعیین 
کنبد که رابطه ع - ۲-۲ + 07۷+ 0,۲ پین ریشه‌ها برقرار باشد. 


۱۶۳ 


ضل ۷ 


دیفر انسیل و انتگر ال 


دبفر انسیل 
۷ فرش کنید که تابع ()] و دد فاصلاٌ [و, و] مین و در نقطةٌ ,ع از و , و1 
دارای مشتق باشد . ۱ گر در نقطه ,6 به عد نموی .به اندازة ری بدهیم ؛ بو نموی به اندازة بويق 


تعواهد کرد. می‌توانیم بنویسيم : 
و5 وا زو 


(,10- (عش + 1 ,۷-۷ وق 
چون ] در لفط ۰ مشتی پذیر فرش شده است دادیم : 


2 
5 مب -(,8۶ (۱) 


۱ ۵۷ 
اتیب را کوچکتر و کوچکترسازيم ۷ (.5)] نزدیکترو نزدیکترمی‌شود؛ وبرای 
های کوچك می‌تو ان نوشت : 


۵ 
66,۱ 22 ۳ 


)حرش (۲) 
اثر قاضل (,) 0 دا ۵ بنامیم دادیم: 


4 
0 


+ 5,(۵5)]ع برش (س) 

۴ 
از روابط (۲) و (۳) دیده می‌شود که اگر بوذ را که نمو تایم است برایر عرش( :)2 اختیار 
کنیم حطائی به اندازة 6۵ مرتکب خو اهیم شد؛ واين خطا با ک و چك شدن ون کوچك خواهدشد. 

و بهسمت‌صفر میل می کند. 


۱۶۴ 


رابطه (۲) را می‌توان بصورت زیر نوشت؛: 
)کح( ,۲0 - (۵ + )1 نز (۴) 
در بحث فوق اندیس ه دا دد, »2 برای بیان اين منظور که, ‏ درطول بحث بت است بکار 
بردیم .. البته, کر می‌تو اند هر نقطه‌ای که تا بع‌در آن مشتق پل پر است باشد. ونتی‌اين استنباط ابجادشد 
دیگر لزومي به نوشتن اندیس ه نیست د می‌توان مطالب فوق دا در هر نقطه ید که نایم مشتق 
پذ پر است نوشت. 
توجه کنید که عوویرش به هم وابسته نبستند وبرای هریر ثابت در :(1 عدویرش می‌تو اند هر 
مقداری باشد که (] ع<۵ ۲( 1 . 
در این حالت رابطه‌های (۲) و (۴) به‌صورت‌های زیر درمی آ ید: 
۵۲( "حرش (ه) 
(ع) )سح (د)] - (مش + )۶ و 
داز دوی آن می‌توآن نوشت : 
٩4۲ )( ۱‏ (ع)]نح( دش +4 )6 (۶) 


این مطا لب ددیکی از دومورد زیر به کار می آ یند: 

۱-معبولا محاسبه ۵7 کاری‌دشو ار است » درحالیکه میحاسیهةٌ اش( )۶۱ بادد دست‌داشتن, > 
و رش کاری ساده‌تر است دبه کار بردن ع۵(,)"] بجای ب۵ حجم محاسبات را کم می کند. 

۲ مقداد تأبسع ومقدار مشتق آن دا دد نقطه‌ای» مثلا , > می‌دانيم و مسي‌حسواهيم دد 
نزدیکی و مجاورت ,» مقادیر تابع دا تخمین بز نیم. 

مثا لهای زیراین مطالب دا نشان می‌دهند : 


۳ 
مثال ۱- نمو تایع ۱- ۲ ۷ << ()] در اقَطهٌ ۳- ز وفتی که با ندارة 32 


نمو می کاد حقدر امستی؟ 


حل: تسش رم ۵( درد 
( 0 [۲ 

تت یت (۳ 1 

۱ ۳۷ )۸-۱(۲ 

ع< ۵۲۷ 


چون ۰/۰۰۱ < 2 اصست ۱یج میشود. 


۱۶۵ 


مثال ۴۲ - فرض کنید که دستور تابع ]را نمی‌شناسیم ولی به‌طریفی‌یی برده‌ایم (مثلا ازروی 
منحنی نمایش ؟ ) که مقدار تابع ] در نقطهٌ ۲ ع 9 برابر ۱- و مقدار مشتق آن ددع برابر 
۳ است. می‌خخواهیم مقادیر ۶ دا در نزدیکی , حلس بزنیم. 

حل : فرض کنید که یر نقطه‌ای نزديك به ۲ و به صورت ۵+ ۲ باشد . بنا به رابطه (ع) 


داریم : (۲) ۶+ (۲)۲]عح<(<۵ + ۲)] 
وی ۵6-۱ ۲ح(۱+۵)) 
پس مثلا ممّدار تابع در ۱/۹۲/۰۱ بطور تقریبی چنین‌اند ‏ 


۲۳ 1)۱/۹(22 22-۰۹۷ (۲/۰۱)] 
مثال ۳ مر بمی فلزی به شماع ۱۰ متر را گرم کرده ایم و در اثر گرما اضلاع مربع 
به‌اندازه يك سانتیمتر بزر گث شده‌اند . مقدار تقرییی مساحت مریم داپس از گرم شدن 
رات اکتا 
حل : اگر (ید) ٩‏ ساحت مربع به ضلع عد باشد , آنوقت اعد (ع«50 ۰ دداين مساله : 
٩)۱۰( ۰‏ و ۲۶( ٩۱‏ و ۰/۰۱ عد و و ۱۰ بر 
اکنون بنا به رابط(ع) داریم: 

۱۵۵۰/۲ برش( ۱) ۲ (۱0)عح( ۵ 04 50 
پس سساحت مریع تقریا به اندازة ۰/۲ متر مریم زیادشده است. مقدار واقعی اضافه مساحت 
۰۱۰۰۸ ۱۰/۰۱(۲) است که تفادت آن با آنچه تخین زدیم ۰/000۱ و در نتیجه 
علدی کو چك است. 


هثل ۴- فرش‌می کنیم بميو - (یر)] باشد. پس خواهیم داشتت. دومع سد(ید)" با درنظر 
گرفتن دابطاً تفریبی (۶) می‌توان چنین نوشت: 
و اما سح( )ماه (ه) 


حال ! گر بخو اهیم مقدار تقرییی ۴۶و را حساب‌کنيم اختیار می کنیم : 


ی و دیس ات 2 
7 ۸۵ عح- > ۳۳ 


داریم 
۲ 
۳ 
ابنك با درنظر گرفتن این مقادیر رابطهةٌ () چنین می‌شود: 


ی ‌ ‌ ‌ 
۳ ۱ ۴۵ تت ۲۶ 


۱۶۶ 


رکه هس( کب ۶ 


و از آنجا : 
۴ 2 ۰۱۰۱۷ 2 ی 
نکته س اگر در فرمول (8) فر شود ه ح< یر و 0 یرل خواهيم داشت 
۱ 0 نج ها 
نیا گر زاویه بسیار کوچك باشد اندازة آن برحسب دادیان باسینوسآن زاویه تقریاً برابراست. 


همچنین ا گر > م؛عد (عد)] آنوة ۳ 


اک 


۱۲۳۱۳۹ 
بسیار کو حك باشد اندازه آن برحسب رادیان با مه آن‌تقریباً برابر است. 
در حطکش مرحا سره زوایا یی که اندازع آنها کمتر از ۵ درجه و ۴۴ دفیقه است . مقادی-ر 
مینوس و تانذانت آنها با اندازهٌ خود زاویه برحسب رادیان برابر گرقنه می‌شود: 
(۰,۱-- ۴۲ و 08۵) 
مثال ۵ - اگر ۷ > ()] باشد » از (۶) نتیجه می‌شود : 
۱ ِ« ق 
سس مج و۵ 2-1 
۲/۹ یا سه ۷ 
حال ا کر جذر تقریبی ۱۰۵ را بخو اهیم کافی است وت و و دح ۸۵ اعتبار کر دد در 
امن‌حال خواهيم داشت: 
۵ ۵ 0 ۵ کاس 4 ه اعد ۵ ۱۰ 
۳ ا کر جذر تفر یی پم ٩‏ رأٌ بخو اهیم ه ه 2۱ با ۲ سب وی اختیار شده و خواهیم داشت: 


150-7 ۱+ (۷ )--۲( -- ٩0 - ۰۱ ۹ 


حال مناصب است که تعر یف زیر را بنمائیم : 
آعر یف : فرض کنید که (6)] و تا بمی مشتق پذیر از > باشد. مقداو ‏ 
دش(ع) ؟ 9 
را که درآن :([ع< و ۵ هلدی دلخواه و حقیفی است دیفراسیل تابع ] مي‌نامند و با 
يا 07 نمایش می‌دهند. 
اکنون تاب جرد (د)] سد بو را درنظر می گیریم . درمودد این تابع دادیم 


۱۶۷ 


اد( ۶) "] و لذا 
۱۰۵ ع< ال حد 0 
در نتیجه »رش عد یرل یمنی دیفرانسیل متفیر مستقل بانمو آن یکی است لذا رابطة (۷) دد 


مورد دیف انسیل تابع (:)] سب را می‌توان به صورت زیر نوشت 
(>) ۲ص 8 )+ 


بنا بر این؛ دیفرانسیل تایع برابر است با مشتق تابع ضر بدر دیفراسیل متیر , 


۷س۳- تعبیر هندسی دیفر ا نسیل س‌فرض می کنیم (2)) منحنی نما یش تغییر ات‌تا بع مشق پذیر 
()6 ۷ با شد. نقّطه دلخواه (1۷]),۱ زا روی‌این‌نسنی اختیار کرده ومماس برمنحنی‌دد این 
نقطه را رسم‌نموده و زاويهةٌ این‌مماس با جهت مثبت محودیزها را ب6 می‌ناميم . چون فرض براین 
۳ ۱ ت‌ 
است که در اين نقطهُ ]1 تابع دارای مشتق معینی است بس بعردی متفیر مستقل دا به اندازة 


و۵ تغییر می‌دهيم نقطة نظیر »۵ یز روی منحنی نقطه ,]1۷ می‌شود که عسرضش ۷-۵۷ 


»و < 1۷ -- [ 1۷ 


چون (<) ] -- و4 و ۵ ]۱ است پس؛ 
7 ۰(:) ) ع ۲ ۱ 

ولی طبق تعریت دیفرانسیل: بل < ۵() ] می‌باشد» پس: 

[۷ 1] ۲ ۱ 

و از آنجا: 

دیفرانسیل تابع ()] به ازای مقادیر مفروض و و دش برابر است با نمو عرضی نحط 
مماس در نقطه مفروض > برمنحنی ()] ع و 

در شکل الت دیده می‌شود که: ۷ ۵ 1 ۷ 


۱۳۸ 


نباید تصور کرد که همو ار از زر ؟ 
همو ۰ ۵۲ ز ۲ بزد شر است. به طوری که در شکل ب دیده 


می‌شود : 


کرت د 1و0 د آآا[ع ود 


۳-۷- فرمو لهای یافتن دیفرا: ز 
فرمو لها یافتن دیفرانسیل - با درنظر گر فتن رابطه (۸) شماده ۱-۷ در زیر 


فرمو لهای دیفر انسیل 2 خت 7 
دیمر انسیل توابم مختلمی را که تا کنون دیده‌ایم یاد آدر می‌شویم : 


0 )6(  ه‎ 

-- ()0 
بل 0۲ ( 0110-۲-۱۷ 

( م مقداری است ثابت ) ۷ - (1)6۷ 


00۰۲ ( > ۲ 1۲ 


و (000(۳ 


۷ - ۷۱ ۳0 
۷ -(۵)7 
]یت ۷ 
دی است ثابت ) ] سب 
سم - (ع) ۵ 
۹ 3 
۰( 00۷ 


مست 1 
رال 


1): ۵ ( 2 ۵ 


0) 60910 ( - - 


ِ_ 
و < 860۷ ( <- ( 0۰ 
2 تام )نون مج ویو - (۵ )0 
(ععه) 0 


0 - ات (۵ ومع 


۱) 
۲ 
۲ 
۴( 
۵( 
۶ 


۷( 


۸) 


۹ 


۱۰( 


۱۱( 
۱۲( 


۱۳۴( 


۱۴( 


۱۵( 
۱۳( 


1۶۹ 


تمر .ین 
دیفرانسیل توابع زیر را محاسبه کنید: 
۳۲-۸4 دب (۱ 
۳ زر ۷ب آ پز۳ 
ی 
۲( رم( ۲۲)ع ۷ (۳ 


۴( ۷-۲۸۲ ۱-۳ 


(( 
٩۲ 1۳ جب۱‎ 


۱۲ ۷ +د لا (۶ 
۷ ۲ ۷ )۷ 
بت ی نیم يك استوانه به‌ار تفا ع ‏ ویه شعاع ۲ را؛ وقتی که ۲ به‌اندازهٌ رل تغییر کنده 
بدست آورید. مثال‌عددی ۲۰ < ط و ۵ ۲ و ۳۰/۱ سانتی‌متر. 


-٩‏ دورة تناوب يك آونگ ساده به یلا( 7 -< [ بدست میآید. فرض می‌کنیم 
8 ۱ 


۹٩/۸۵/5۲ ۱< ۱۵‏ <- 8 باشد. 


تغییر [ دا وفتی که [ به‌اندازةٌ ۱ه,ه متر تغییر کند بدست آوزید. 


۰ - فرض‌می کنیم شدت‌جریان برق بوسیله فرمول آوه) ۲ <- ۷ و لت‌وه ۵ 1٩‏ اهم 
بدست ميآید. تغییر ] را درهريك ازحالات زیر بدست آورید: 
اولا: ۷ باندازه ۵ ولت تغییر کند. 
ثافیاً* 1 باندازه ۱ ه اهم تخیر کند, 
۱۱- جذر تفریبی 1۳۶۳۰ و ۳۶۰۳۰ ۲ ۳۷۰ ر! بیاپید (با استفاده از دیغر انسیل). 
۲- به کمك دیفرانسیل مقدار تفریبی 4۴۲۳ و ۲ ۴۶۲ومم و ۷۶۲و و ؟۲۳چه را 
ییا بیك. 


درستی روابط زیر را ثابت کنید. 


۴ 
۲۳۱۵0 0 ۱ 
کب -| (۱-+-) 0 ِ 
۴۱ 


۱۷۰ 


وم دح [ پر (۳ ومی )مد ]0 ( ۱۴ 


1 
۵- نخست ثابت کند که (واه ته)1 سپس درستی رابطه‌های زیر را 


ثابت کنبد: 


۹ 
۱ 64( وامخ |[ ۲ واه آشد< ]1 
ِِ 9 ۳۵0۸-۶۲۵ 00۲ 
۱ 
ی ال ۱ 
نخضت ثابت کنید سس بت (وامنوی‌چقال سس درستی_ روابط زیر را 
۱-۵ ۷ 
نات کنتد: 


ری )اد( ۱۲ ۲۸۲ مها الف 


( ده ه)ه-( ۲ ت 


7 


۲ » 
۱4۷۲(۲) ( وه و + ۱-۲ )1 ِ 
انتگر ال امعین 


۷ ۴- پیشگفتاد- در گفتارهای پیشین با مسایلی ازاین قبیل رو برو بودیم: 
الف تابمی مانند (و)۳ مفروض است؛ مشق این تابع یعنی ()"عد (5)] را 


بیا بیك . 


ب معادله يك منحنی ()۳ -- بو است. معادلهٌ ضریب زاویه‌ایهای ممادهای این 
2 


مت 1۷ 
( << () ۳۲ 1 


را با بیك. در این گفتار با مسئلةٌ و ارون اين اعمال رو برو هستیم. یمنی در اين مبحث عادله ضریب 
زاو به‌ایهای مماسهای برمنحنی را می‌دهند و معادلهٌ متحنی را می‌خو اهند. باء مشتق يك تابع را 


می‌دهند رحود تابع ر۱ طلب می کنند. 


۱۷۱ 


۷ ۵ -تعریف تابع الیه - تابع(۳)5] را يك تابع اولیة تابع ()] در فاصلٌ [ گوبند 
هر گاه در جمیع تقاط ] رابطهٌ (5)] << () ۳۳ پرقر ار باشد. 
مثال ۱ تابم ۳ ()۲ تابم اولیة ۳ 2۳ ()] است ذیر ا: 


۳ 
رب لاه 
مثال ۲- تا بع ۷ () ۳ تابع او له - 2 (»()) است زیر ا: 
ٍِ 1 
۹ ۰۳۹ 


مثال ۳ - ابععر۴ ۳۲-۲ (ع)] معاد لضر یب راو یه‌ای‌های‌مماسهای بررمنحنی نما یش تابع 
۲ ۲-۲ <()۳ می‌باشد» ذیرا: 


۷ یروا وش 
به آسانی دیده می‌شود که! گر (5)؟ يك تابع اولیه داشته باشد آنگاه تابع او لیه‌های زیادی 
دادد . مثلا" در مثال ۱ توابع ۱ عاعت (عر)7] وا ()۳ و ۵ ع ()۳ و 
به‌طور کلی 6(- آیرعت (:)۳] همگی تا بع او لیه‌های مختلف ۶۲ ۴ (ر)] می باشند» و اختلانآنها 
درعددی تا بت‌می باشد. یعنی | گر (ع«)]و(عد) قٍ دوتابم او لیه‌ی (عر) باشند» 
6 < (:۱)) - (:) 0[ می باشد. 
ذیرا طبق تعردین: ()]ع(جد) ط د (»)عد (ع) ۲۳۱ 
ق ار فا 2۰( ) ل - (ع)۳] 
اما ثابت می کنند که : هر گاه مشتق تابمی روی يك فاصله متحد صفر باشد» آنگاه آن تابع 
ددی آن فاصله ثابت است. 
پس باید ()-()۳ برایر مقدار ثابتی باشد نا مشتق آن یعنی («)2- ()۲۷ 
متحد صفر گردد . 
مساأله یافضن تابمی که مشتق آن (یر)) باشد ومسأله یافتن تابمی که دیفرانسیل آنوق(یع)ع 
باشد هردو یکی هستند وجوابهای آنها مانند هم است. ازاین روی میتوان عمل ثایم اولیه گرفتن 
را عکس عمل دیفر انسیل گیری نیز دانست . برای مشتق و دیفرانسیل تسایع ] به ترتیب لمادهای 
(۶)؟ د 2)(4# دا به کار برده‌ايم ؛ ونبادی که برای عکس این اعمال به‌کاد برده می‌شود 
(5)]] مي‌باشد که «انتگر ال ()]» با بطور مختصر «انتگرال ]».خوانده می‌شود و آن 
هرريك از توابع او لبه ] است . اين نماد انتگرال نامعین نیز نامیده می‌شود (واژه نامعين دد مقا بل 
داژه معن در مررد انتگرال بکار برده می‌شود » که بعداً تقفریباً با آن آشنا خو اهید شد. )طبق تعر یف 
نماد 8۶()] ] داریم: 


۱۷ 


وی ۵ 
ِ ۶( < 0۷ 
از طرفین انتگرال می‌گیر یم ۲( ۶/۷ 
۲ ()ع را 
وا گر ۲۳ يك تابم بولیةٌ ] باشد آنوقت 
0+ (۳)۶ < 1)(0 
هدن ما دراین بخش بافتن انتگرال برخی از توابمی است که دراین کتاب خواندهایم. 
البله لازم به تذ کر است که انتگر ال (یا تایع او له ) هر تا بعی دا نمي‌توان به دست آورد. 
نضتین فرمولی که در باره انتکرالگپری توابم ارائه می‌دهیم عبارت است اذ: 


۱ ۱ 155 
۱ - کر وج عندی است گربا بت" ۳ 
۱ ۱ 


ین ی ۲ ِ ۱3۳ 
براي اثبات درستی‌فرمول بالا کافی ۳ دمرانسیل بگیر یم وبینیم که برابر 


۷ می‌شود. 


متالا- تعیین تا بع او لبه مج ()]. 
طبق فرمول خحو اهیم‌داشت 


مقال ۲- تابم اولب ۳ ۷ عد ۷ می‌شود: 


+۱ + ۳ 
۸۵ 5 1 نت 7 ۳۹ 
مرن 6 +4 ِ |) ۳ تا 
ت سس ٩‏ 
۵ ۵ 


مثال ۰۳ 7 بع او لبه ۱ ۷ مي‌شود: 
بو 
۲ ۳ 
0 ۳ 9ب ۱ 
و4 و دم رت سا وب 0 " > | 0 ۵ 
۲ ۲ ۳ 


۷۳ 


میجه ۱ 
6 6 
۳ ۴ اس وت ت 


۳ ۲ 

۳ 
مثال ۵ص محاسبهٌ انتک, ال آ یز 2۳۱و - 
‌ دا لک (ر)۲ 


۷ 


: ۳ 
۱ ۶ 
* ۲۱ ور » ۲و ] - یول س ۵ 


تابع او لةٌ توابع زیر دا فسبت به »و یاید. 


۱( ])( + ۲( (۷۲-۲ 

ی / >( (۴. (0) (۳ 

۳ ی پ<(0) (۵ 
َ ان 


از تساو‌یهای زیر ۲ را محاسبه کنید: 
۳ 1۷ 1 3 
۳ که ی 
‌ 1 (۸ ۳9۹ 3 )۷ 
(-( ۱ _ وه 


۲ رب 0 
۰9 3۹ ِ" 5 


تِ ِِ 3 
۱- ضریب زاویه‌ای خطی که از نقاط(۵ و ۴ )۸ د (۶و13)۲ می گذرد چقدراست؟ 


معادلةٌ این نعط را بااستفاده از انتگرال بیابید . 


۲- يك منحنی از نقطة (۰د۸)۲ می گذرد و معادل؛ة ضریب زاویه‌ای آق یت ۳۷ 


است. معادلهٌ منحنی دا یاید. 


۷- ۶- چند فرمول دیگر بر ای انتگر ال گیری 
- انتگرال‌مجمو ع ۳ تفاضل چند جمله‌جبری برابر است با مجموع یا تفاضل انتگرالهای 
بکايك آن جمله‌ها یعنی: ۱ 
۱ 3۷-۷ +۲۵0 («3- ۵۲+ ی)] )۱( 
دد دابطهٌ بالا نو و و و بو تاببهایی از متغیر مستقل مانند عر می باشند 
۲ 8 صدی است بت ۵]8۲-»۵0۷۲] (۲) 


۴- و علدی است گویا وه و مت -* ۳۵0[ (۲) 
1-۳ 
انا طی‌چند مثال زیر طرز یافتنانتگرال برعی از تابمها را به كمك دستورهای بالانشان 
مي‌دهيم : 
مثال ‏ - محاسبا : 
۶( +۲۳)۳۶] 
فرض‌می کنیم .وه سه ۴ بو۳ از آنجا خواهیم داشت: 


بل بت ول - و۳0 


4 ۲۴۵۲ < 6 ۲۵( ۲-۴ ۲۴)۲ از 
دح سر رت << ۲ بت 33۳5 
0-۳ رن ۰( 


باقر ار دادن مقدار رو خواهیم داشت: 
٩+۲ ۲(۰۰‏ ۳۲۶) < ۲۶+۴(۲) ۲۴ 
مثال ۲ ه محاسبة : 
۱۳3 
۳ 
فرض می کنیم ۲ ۲-۲۶ - از آنجا خواهيم‌داشت: 


20 ۳ اس برق۳ بت 


۱۷۵ 


۲۴ )-0( 


|[ - ۱۳۳ 
(٩ ۷ 2۳۳2‏ سل و۳ ت) 
۱ ِ 10-0 5 
و سس تا << 0 له مسج 4( ۸ ست عت ون ۹0 وس عس 
واز چا 
۹ ۱ ۳۳۹ 
و۳ ۶(۲ 2۳ 
مثال ۳ - محاسبة : ۱ 


۱ 
و ه‌ 
۴(۳ - ۷۶) ۵ 
سل چتتت ی 6 سس ۷۵ 


ی ۱ 
و ِ ۷ ٍِِ ِ ۱۳۹۶ 
۲ سس 
۷ 


[ 
آ زه ‏ ۴(۲ -- »ز۷) 
4 


فرض می کنیم ۱ -- ۷-۴ از آنجا: 


۱ 3 ۳ 
آو ۷ یک ۱۳۲۳۹۳۹ : ۲ 
/ ۵ تسف سابتن ۵ 
۵ ۵ 
انجام ِ ۱۳۹۶ 
سرانجم : و( سک / 
۴(۲ - وب /ا ۵ 
مثال کب محاسبه : سل اردر ۱۳ 


۳5 
فرض می کنيم ."و #۷پرو کیر ز از آنجا : 
۱ ۳ 


تا ۲ ۳۳(۵ 4 ۱) 
ود یر لد ] - (۳۳ +-) 
9 ۲و۷ 


م۰ ۲ <1۳(3-<) 
۳۳| 
مدال ۵ هد محاسبة : 
۶( 
۷۱-۷ ۱ 


فرض می کنیم زا 6 - 1/۱ از آ نجا خواهیم داشت : 
00 - ست یرت لا ارت و ۱ 


(1۵ ۲۱۱ - )۲( ۲و1 سب ۱ 1 
| وس 


0 
۲ ۴ 
»اج اج ات۲۱۱ 4۴۱۱۲ ۲ ] ِ‌ 


۳ ی 
6( تم ۷۵۲ --۲)ا سس ع< 


۱۰۵۳۵۰ - ۱۵) لهس 
سر انجام : 
۲ 5 ۶ 
۲۱۱۰( ۱۰۱ ۱۵] 1۱-۷ جح 
۰+ ۴+۳۲ +) سم تست 
مثال ۶ ۰ محاسبا : 


ه(۱ -ع(۵ جع 6-۱ [ 
فرض می کنیم نا عت ۲ یز از آنجا خواهیم داشت : 
ت ‏ مد ۲ - زج لا 
۵ ج (۲ نا( (۲ )۲ ۲ نا ۵ و ور بو 
ح و ۲طناط را ۲ ۵ 0۶ 


۱0۱۴۵۵ 


وف 


۱۷۸ 


(۷ نکن 6۵۳۴ ] سد 0 ۲(۱۳۹ - »)(۵ 4 ۲۸۲۰ - آلا) ] 


۷ رون نی 


۰ ۷ ۱.۲ ۱-۹ 
۱.۴ ۳ 10 


۱ 11 ۷0 
۳ 
سرانجام: 
۳ ( اس ۲(۱۳۷ س وداست ۲(۱۳ - )(۵ ۲۷ ۲۷۲۷ - ) ز 
۹ 1 ۲ ۵ 
+ ۳ ۳ 


مر ین 


انتگرالهای زیردا حساب کنید : تپ 
(( ره -) (۱ 


0 1 1 
۳(۲ -۴) ] 7 ۳ 
0 
امک( )۶ (۵ 


(۶ 1-۱ ۲ ۱-) 
ِ ی 
۵( و( ۳۲ -) ۷ 


5 ۹ 
۷۲ - 


۳ (۸ 
۷/۰ 1۲ از 


درستی روابط زیررا ثابت کنید : 


۳ ۷ 
6 1/6 ۳ سک [ ۹ 


(۱ )لب 95 (۱۰ 
(٩‏ ز۳) ۷ 


)۳ 41-۵ (6 ۳ ۱۱ 


۶-۴ ۵-۲ ۷(۲ | (۱۱ 
س0 1-۱۱۷۲ ] (۱۲ 

م داوس زابرس 
۱ (۱۳ 


لسن ۷ -۱) 
مبور بیس ] ( 


ی ۵ ۱۳ ۳ (۱۵ 
۳ 7۳۹ 
مالقا و 


)۲ ۲۱۳ _ ۲۳ 1 


۱۷ 
۷+۳ 5 


» 


۵ . امین بف ِ 06 رو و۱ « (۱۸ 


1 ِ ۳ (۱۹ 
۵ ۳)۳(۲-و) 


۳( 1-۲ 26) 
1-0 کر ۱ ۷( اس سس (۲۵ 


۷-۷- مقدار ثابت انتگرال-حر پیشکفتار این مبحث , دیدیم که يك تابع دادای بنهایت 
انتگر ال یا تابع او لبه است که اخثلاف آنها در عدد ثا بت انتگر الگیری‌می باشد و به‌همین‌جهت 
4۰ ()؟ > 0( *) 1[ 


اين مقدار ثابت یمنی 6 بادددست‌داشتن برخی اطلاعات در مورد تابع قا بل محاصیه است . به 


۱۷۹ 


مثال زیر توجه کنید: ۱ 


مثال - مشتی تابمی برابر است با: 


1 

۲ ات 

۱ ۸ کات ۷۲۱6 و 7۳ 
مطلوب است بافتن اين تابم درصود تی که بدانیم مد ار اين تابع به‌از ای وا برابر . 


صقر است . 
حل_ چون : 
۲ ۳ 1 
یرت آ ۲۱ 3 
از آیجا: 
( ۱ ۲۱ 0-۱۷۲۸ 
در نیجه ؛ 
۴( ۲۱۲۲۰۱۸ ۱۲۲۲) ع با 
بش۲ 


و 
طبق صورت سئله به‌ارای ۱ > و اهیم داشت ه-- ۷ در نتیجه : 
٩‏ ام جح مر ۷ ۳ و 
سرا نجام : 


الا ۳ عت زو 


۸-۷ تعبیر هندسی عدد ثابت انتگرال - این تعببر را با ذکر مثال زیر تفسیرمی کنیم. 


مثال -- مطلوب‌است تابمی که درهر نقطٌ منحنی نمایش آن مماد له ضریب زاویه‌ای مساس 
پرمنحنی و۲ باشد. 
ی 1 
حل - چون ۲ دج » پس : 
۲ -< 0۲ 
و از آنجا: 
1۲-6« 0 ۲۲ ا ععد ۷ 
حال ا گربه‌جای ی اعداد مختلف مانند ۲ و او هو اس و فرار دهیم‌خواهيم داشت: 
اعد چه ۲ححی 
(ع ۲ چت 6۱ 


۱۸۰ 


6 سد 7 سح ه جء 6 
اس یرت 7 تست ات دم 
۲ لت ۲ عم 


۲ 
عم 


این توابع مختلف متعلق به يك‌عا نو اده از سهمی ها هستند که محور ها را به ترتیب درنقاطی به 
عرض ۲ و اوه و ۱- و ۲- فطع می کنند و به‌اژای يك مقدار ثابت برای ‏ ضریب 
زاویه‌ایهای مماس همکیآنها ثابت است. مثلا به‌ازای ۱ ح- را ضریب زاو مماس تمامی آنها 

۲ است. اگر دد این مثال‌اطلاعات دیگری‌داشته باشیم می‌توانیم عدد ثابت و تابم مربوطه دا 
حساب کم . نثلا اگر بدانیم به ارای ۱ بزر: مقدار بو عندد ۳ است به دست می آودیم : 


نمر بن 


هريك از عبار تهای زیر دیفرانسیل تابعی می‌باشند . این تابعها را با اطلاعات داده شده 


یایید . 


۱۸۱ 


۱( )۲-۴( 
۲( )۲۵۶ + (۲ 


۱ س 
6 ۷۱) (۳ 
۵( ۱د و۷۳) (۴ 


0( بر ۴-) (۵ 


یه ۰ ۷ب ۱ ِ 
(۶) - مشتن تابمی در نقطةٌ ( ۲,عد) ره است. در صررتی که به ازای ه ع 
مقداد این تابع ۱ باشد » این تا بع را یا بیك. 


6۲-۱(۲۳) ع< ۲ (۲۱- ) : جواب 


دا سر مب 1 ۱ 
(۷) - مشتق تابمی در لفط (و,) برابر است دزصورتی که به ازای ۱ س و 


۲7۲-۳ 
مقداد این تابع برابر ۲ باشد اين تابع دا یاید . 
۹ ۳(۲ - ۲ ۲)-۴(۲۷- )۲ : جواب 


(۸) - درصورتی که 2 باشد مقدار چ را بيایید » درصورتی که بدانیم به‌ازاک 


۳- ز خحواهیم داشت ۴ ۷ ۵ < ۲.۲ : جواب 


)٩(‏ - مشتقتابمی "و ۳ است . مطلوب است این تابع در صورتی که به از ای 
۳ یر داشته باشیم ۲ و 


۳۷-۴ 
۱ است . مطلوب است این تابع در صورتی که به ازای 


)٩0(۰‏ مس مشتق‌نا بعی 


۴ حد »1 داشته‌باشیم ۱ ۲ 


انتگرال معین 


تا کنون هرچه انتگرال دیده‌ابم ‏ اصطلاحاً «انتگرال‌نامعین» نامیده می‌شوند . اينك از 
انتگرالهایی گفتگو تحواهیم کرد که آنها را «انتگرال محین» خواهیم نامید . دلیل این نامگذاری 
را درپایان‌این گفتار خو اهیدیافت.|نتگرال معین مفهومی‌است اساسی ددریاضی وفيز يك‌ومکا نیك‌و 
سایر رشته‌های علوم. 


ببس . . 
۳ 


۳ 


٩-۷‏ سطح زیر منحنی ده فرش می کنیم منحنی (۷)نمایش هندسی تابع پیوسته و غیر 
منفی (ع)]-د بو در فاصله‌ای باشد. فرض کنید که ۸13 عرض لفط ابتی ازاین منحنی در نقطه‌ای 
به‌طول وو ]۳۷ عرض منفیری از نقطهُ متفیر ۳ وافع برمنحنی باشد » سطح محصور بین خطوط 
8 د ۸٩۲‏ د 11۳ وقرس 3۲[ از منحنی را 5 می‌ناميم . حال اگر با نمو کوچکی مانند 
عرش اختیار کند » ۰۵5 یعنی نمو سطح » سطح محصور بین خملوط ۷۲[ و ۷۲۲ و ۱۷۵ و 
فوس ۳0 ازمنحنی است. طبق شکل بالا می‌توان چنین نوشت: 

سح > 1۳۳ سطح > 1۳ سطح 
و ازآ نجا: ۱ 
۷۵ > ۵۶:>۵ ۸ 1۷۲۳ (۱) 

(توجه : دراین شکل 11]۳ و 3000 به ترتیب عرضهای می‌نیمم و ما کزیمم مطلق‌تا بع ] 
روی فاصلهٌ [یر۵ ۲+ , ] می‌باشند . درحالت کلی برای آن که دابطه‌ای ظیر (۱) برقراد 
پاشد باید مستطیل داخلی رابه ارتفا ع می‌نیمم مطلی تا بع دوی [ دش -(-»د,د] و مستطیل بیرونی را 
به ارتفاع ما کزیمم مطل‌تابع دوی [ عد + عر,یر] اختبار کرد .) 
طرفین‌نامساوی مضاعت بالا دا بر پر تقسیم می کنیم (طبق‌تکل ۰ << :۸۵ استو نقسیم بر برش 
جهت تامساوی را تغییر ئمی‌دهد) : 


۵ 
11۳ > 2 >0 


حال بر را به‌سوی صفر میل می‌دهيم . چون 11۳ ابت است عرض 0() به سوی 1117 


۱۸۳ 


نزديك می‌شود(زیرا بو تابمی است پیوسته). درنتبجه خواهیم داشت : 


۳۳۹ 


به همین ثر تیب می تو ان برای حالت ۸۰ ببحث ر؛ دبال کرد و به دست آورد که : 


(111)< ع< ( ّ 


و ی 


8 . 
هی ؟ ۲ رو و از آ نجا 7 - 05 دسرانجام:  .‏ عقب] دق 

لذا می‌توان قضیه زیر را بیان کرد : 

۷اه اب قطیاب فرش کنید که تابع ۶ در فاصلهٌ [[,ع] پیوسته و غیرمنفی باشد و 
> > و. فرض کنید (5)0 مساحت سطح محصور به منحنی نمایش ] ومحود رها و حطوط 
و بو و | و باشد. آتوقت مشتق تابع 5 در هر نمطه برابر 7 است یمنی 

[ظ,۵]» > ۷ ()۲< () 5۳ 
حال فرض می کنیم که: 1-6 (۷) 1۳ - 0( )] از 
هنگامی که بر برابر و اختبار شود سطح صفر است و لذا خواهیم داثت 
4-6 (ع) ۲ عد و 

و از آ نجا: (۳)9 6 
حال اگر درا و[ اختیار کنیم د(۳)8 -()۳] دا با 


5 
[(ع)۳] نشان دهیم» سطح مر بوط بر ابر خحواهد بود با: 


طّ 
ِ [(۳)۴] ع (ع)۳ - (ط)۳ ی +4( ۳ - ()5 
بهنی : 
۱۱-۷ قضیه س فرض کید که ۲ تابع اولیه‌ای برای تابم پیوسته و غیرمتفی ۶ باشد . 
سطح‌محصوز بین منحنی نما یش تغییر ات‌تابع  ])(‏ بوو محو زر پرها و دود حط بد معاد له 
و ردو ع بر( به‌فرض و<و) برابر است با: 


۱ (و) ۳ - (ط ) ٩-۲‏ 0 


مرسوم است که عدد (۳)۵--()] 8 دا به شکل: ۹ 
۷( )۲ ] -9 
2 


۱۸۴۳ 


بنویسنه و آن را چنین قرات کنند: 


« انتگرال «0()] از و نا ط » 


۱ ۳ 
داضح است که حاصل >( )1 1 عددی است معین و معلوم و به‌همین دلیل انتگرالهایی 
8 


3 
بط 0 1 
8 


را انتگرال معین و سایر انتگرالها را نامعین نامگذاری می‌کنند. و و و[ را حسدود انتگرال 
معین می گویند .لازم به تذ کر است که مفهوم کلی انتگرال معين و انتگرال گیری چیز دیگری‌است 
ودر آن‌لازم نیست تابع موردبحث پیوسته یاغیرمنفی باشد . مفهومانتگر ال معین را دردرسهای عالی تر 
ریاضی مورد بحث قراد می‌دهند دچیزی که مادراینجا به عنوان مساحت زیر منحثی يك تابع غبر 
منفی و پیوسته مورد بحث قرار دادیم به حالت خاصی از انتگر ال معبن ارتباط پیدا می کند ومقداد 
مساحت در این حالت همان انتگر ال مین تا بع خواهد شد. 

عدد ثا بت در محاسبةً انتگرالهای معن از بين میرود » زیر ا : 


صأ 9 
(۵) ۲ - (و) ۳ دم (۳)9 سل () ۲ [۲۰+()۴ ]3 (1)] أ 
2 8 


دبه همین دلیل درمحاسبات انتگرالهای معين عدد ثابت انتگرالگیری را نمی نو پسند . 
ال - مطلوب است محاسبةً مطح محصور ین منحنی _ نمایش تفییرات تابع 
۲۲- و بت بو ومحرریرها وتطوط ۱ یر و ۷ بو 
طبق گفتار بالا حواهیم داشت: 
۴ ۵۲ 
1 


۹ ۴ 
- ]وله اعات) ] -9 
۱ 


۳ ۷۵ ۵ ۷ .۰ ۶۳ ۷ و 97۴ سب 
3 جع )4 
بادآورکه در گکفتارهای بعد مطالب بشتری در مورد محاسةٌ سطح زیسر منحنی و حجم 
حاصل از دوران منحنی حول محوریرها بیان خواهیم داشت. دراین گفتار فقط به این مطلب 
اشاره می کنيم که اگسر بسرای محاسبةٌ انتگرال معین به تغیر متفیر نیازمند شدیم باید حسدود 
انتگر الگیری را نیز تفییر دهیم. ( الیته اين مطلب احتیاج به اثبات دارد ولی ما دد اینجا آن 


۱۸۵ 


را بلون اثبات می‌پذ بر یم )). 


>( - بو) ۳ 


0 7 ۵ (۱ 


مات تسب رتیت دیب 


فرض می کنیم ۱-۵ +۵4 1 باشد. در نتیجه: 


0 سول چت ۲۱ یرل چت وا رن 


۱۵۱۴ و سا یوق از و چت. 2۳۳ یز 


تاه وان و <- 1 


سرانیجام» 
[ : ۲ ی 
۴ ۱ ۳۹ 
وین شش - - لس | 
۱ دی 
) -د) ِِ "1 ۳ 
[(۱۱ 0 ]اب ۳ سا 
۳۴ ۲ 
13 ۷۲ 1 


انتگرالهای معين زیررا حساب کنبد. 


۶ 
۱ )۳۳ ۴۲ -- ۲: --۱( 
۲ 


۲ 
۹9 / (۲ 
۱ 
7 
(۳ - ۲ع۴۱) 1 
۱ 


۱۸۶ 


۳ *(1-۱- آر) 1 (۴ 
۱ 


۲ 
۳ (۲ -+ ۲»ر) (۵ 


(۳ - »دم ) 3 ۳7 
را 

۳ ۳ ۲-۲۳ 
۳۳۳ 


انتگرال ابعهای مثلذاثی 


۱۲-۷ فرمو لهای اصلی- با توجه به فرمو لهای مشتق گیری از تا بعهای مثلثاتی داریم: 
(04):0910 


0۱۰ ۳ ( با جزو )1 


ا. 
۷( ۱ 4-4۲ ۱ 3 ۰ 9607 -- ( هو 0 


0-- 
۵( 040۲۱0 -۱-1) - بت - 1 0۰ - - ( 0 016010 


از اين فرمو لها به‌تر تیب نتیجه خواهد شد: ۱ 
۲-6 ومع - > ۷ 1۱۰و [ "0 


6 ۱-1 ولو 0۱ ۱۳9 ۳ 
۱04۲۰ ۱ ۱0۱(0 "و۱ أ نو 91۰۰0۰ ۳ ۳( 


6 واوامه - وا( آمس+ ] ۱2[ ۰ ۱۱ »دوه | - 2 |[ ۱0 


از این فرمو لها در انتر ال گیری بسباری از تا بعهای مثلثا نی استفاده می‌شود ۱ به مثا لهای و فستور 
توجه کنید : 
مثال ٩‏ س محاسبة : ۲ | ع- ] 
و ۳ ۹ ۶ ۱ 0 
فرض می کنيم ع و۳ ارانجا 0 ۰۳0 یعنی یل ۱ در نتیجه: 


۱۸۷۲ 


۱ ۱ ۱ 
۰ ( 9 - اب تم سوق ۳۳ 
۱ 
مس ده [ 
هثال ۲ .- 
دی ؟ | 1 
۹ .سس ۱ 
ثرضص می کنیم 0 ح- ۲۲ ۰ از آنسا / 0 << ۲ 8 ماب رل : 


مه هه أ نود سا | هایس ] - ۱ 


+صت تیاس [ 
۲۴ و4 1 0 -] 


: ۳ ۱ 
فرض می کنیم ۴۱۵ ۰ اذ ا نجا وا0ب رل ودر نتیجه: 
۱ 
راب8 ره وج ] سم » ربیب ] 1 


من و۲۲ | 
هثال۴- محاسبة : 


] 1 
۳ و 


فرض می کندم 2 << ۳ . از آ نجا بدا یعنی : 


- 
5 ۳ 
موم چگ | و ۱۳ 


72 918 
۲۲و۳4 ت ] 
مثال۵- محاسبه؛ ۴ ۲ 2۱۸ [ 


فرض می کنیم ۷ واه دد نتبجه 00 -- یرومم می‌شود واز آ نجا: 


0 3 1 
۸ ۱0200۵ | ۱۸ 
بت ۲[ 

۲۷ج ۳ -- ] ۱ 


۱۸۸ 


مثال ۶- محاسبثة؛ و | ع- [ 
نخست یادآور می‌شویم که دراین قبیل سائل اگر توان »رنه فسرد باشد روش زیر دا 
می‌توان بکار برد و اگر توان آن زوح باشد باید دوش دیگری ددپیش گرفت. 
۲( ومع ۱7۹ 2 هو | عد بد لب دموا عت 1 
۲( مه ۲ - جر من -(-۱) > هو | سد 
۲ ومع / ۲ - 0۲ بجاو ک مه | 60اه | 
6 مک ومع | ۲ -- لو ماه مهن کر یووم ست بت 
اينك فرض می کنیم وس پزومی ‏ باشد در نتیجه خواهيم داشت ...0 > »بو 
و ازاسا: 


۵ 
6 _ ( )۳ ]| ع< »۵۱۳۲0 9هه ز 


۳ 
09 دح (0 -) ۵۲ | - ۲0 ۶ اوه ز 


حال با درنظر گرفتن 6 م۲6 - ی 6,4 خواهيم داشت: 


ِ_- ۲ . زونه 
وم 1-۲ ۱۵)وموس- << و +4 پزوئی تحت 
۱۵ ۳ 
6 ( ۵۵096 ۱۰ بت 
مثال۷- محاسبة: ۳ | ۱۲ عد 


ها 1-۶ 2۶ عع ۲( وم - ۷۳30 ح- ‏ 


سیس با روشهای ما لهای با لا عحل می کنیم؛ تحواهیم داشت: 
۶-6 وزو س تزع حت ۲[) ور ۲۳ وا ۱۲عته ] 


مثال۸- محاسبة : ۶ ۵ 1-۳۶[ 


[ - ۳۶ 0۶۲۲۱0 ۳۶ ۳۹ 0 ۱۸ 1-4-۱۸ 09 ۱۱ 


۱۲۵ص سك >۱۸حت 
مکال4- محامبةً : ۳ -- ] 


انتگرال بالا دا می‌توان چنین نوشت: 


۱۸۹ 


۲( 608۲) از :3 ومع | -- ] 
]۱1 ِ (۲ ومه ۱) (]] -1 


۱ )۳ ۳ 15 
کی را وی / ام ] اه 1 دِ- 


۱ 
| رهام کج دم 4 ت 
دلی می‌لوان چنین نوشت: 

مس |( 9 سح یرل (۴ومم سل ۱ ۳ -۱۸۵» | 

۱ ۱ 

5 سح 
شوت ۳ ساب 7 
برای محاسبة "وم / کافی است آنرا چنین بنویسیم: 

۱ ۱۲(۵۵۹ ۲۲ واه --۱) | ۲0 و۲۵0 آدمه ] ع :۷۱ "ومع ز 


۵۵ ۲۲ آجاه | - ۲۱ وم ]| سس 


ِ 
۲ 


ستت 
تس 


۲۱۲ ۲۲۲۵۵۵ و ار -- ۲ زو 


برای محاسبه ۲0 ۲۵۵۵ ۲ «ه ز فرض می کنيم ۱ << :۲ وم باشد در نتیجه 
0 01 ۲ ومع ۲ بوده وخحواهیم داشت: 
اس ۱ ي ۲ ۲ 
۷ # جع 0 2 ها ۷« ۵ | ۲۱0 0 ۲۲« 
در نتیجه خو اهیم داشت : 
۱ ۷۱/۱ ۱ ۳/۱ ۳ ۱ ۱ 
6 (۲۷ »و و2 (۳ بو- 0 ۳ | 
ٍ كِِ آشنت ۴ بر ِِ_ 3 ِ 9 بل 
سرانجام ۲ 


۱ ۳ ۱ ۵ 
و ۴ واو تست ۲6 زو ات بو بت 
6 ۷ 7 و 4 


سب ۱ 1 
3 


مثاله اه محاستة : 


۱۹۰ 


انتگرال دا چنین می نویسیم: 


۱ ۲ 4و 
و[ 0 عح 
5 ۳ 1 
:0 1 
ِِ_ 1 بات 1 ود تشه 9 ۱) 5۵ 
وم ۷ 1 3 


۰ 
و .0 | دی مس | - 


حال فرض می کنیم که  (‏ پرومی باشددر نتیجه خواهیم داشت 30 - د هو 
و از آنجا : 


۱ 


بو + 


سر انجام ۳ 
)1 ۱ ۵ 
_ه ۳ داوم ۱۳ ۱ ۱ 
۷ 
مثال! -٩‏ محاسبة : ۹ 


۶( ۱ -- و41 ۱) از > 12 وه ز 
0( سس وت 6 ار - 0۲ (۲ 9۲ -۱-1) عت 


؟1۹ 


مثال ۲ ۱- محاسبة: و حد ][ 
۲ و - "وه ۲-1 آود) زر -< ۲0 "وا > ] 
> وه ار - 0( دا و4 1 ۲)۱ وا حه 
با درنظر گرفتن مثال ۱۱ و فرض وه -< رو و از آنجا و0 3( آوه+۱4) خواهيم‌داشت: 


جاور - روت ] 
مثال ۱۳- محاسبة: وا 


انتگرال دا چنین می‌نویسیم: 
تگرال دا چنین مي‌نویسیم ۱۳ - واه ])۱٩+‏ ع 5 آوامه [ 


۲-۰ - روامن - رل | - ول( آوامه 1 ۱) ] عد 
مثال۱۴- محاسبهةٌ : ( ۲ «وم - ۳ ۰)2۱۳ ۱۲/ < [ 


6( ۲ ۵0۶ ۲ ۳ ام ۲ - > ۲۲ موم -- ۲۳ )۰ ۱۲ ععس [ 


۱-۴ 0 -. ۷ 
سس ۳۳ 


هبدن ۴وروی روم ‌_ ۷۱ - 


ار - ۴0۱ ومع ۶ ] 0-1 هون ه ۰0۲-۶  ۱۲‏ عت 
۰ 2 2۵--- 
۳۳۳ ۱ 


ثمر ین 
انتگرالهای زیر را محاسبه کنید 
(۲ کر (۱ 
۲ وم ۶ (۴ ۵0 ۵ (۳ 
1 (۶ ود[ (۵ 
آومه [ 
۹ ۷ 
دا وامهز (۸ 2 
(۱۰ 6 > جع کر ٩(‏ 
(۱۲ (۷۱۱ 


۱۳( ۱۴( 


<<( "امه + ۲)۱ "واه ۷ (۱۶ (کوا(-۱)اوا اه (۱۵ 
ی 1 
سوه ۶ (۱۸ | (۱۷ 
۳۳ ۳ ) *4__ ۵ ۱ 
ٍِِ #0 ۶ امه نک ۱۳ > ۳ "۸0 
(ع0/» - ۳۲ ماه ۲۲۱ (۲ 609۳ - ۲ 000) ۸ ۲۱(۴ 
درستی روابط زیر دا ثا بت کنید. 
۳۹ ۱۳ سب موجن ۷ 
۵ و شومهن۵ ۲ وم ۷ 0>ر « (۲۳ 


سس 


:1 
و ۱-41 +۱ و۲ - سس (۲۴ 
۱ ۲۷ وم 


مم۲ ۳ 
۳۷ ۵ سل ۳6" وامه ۱ (۲۵ 


۵ 
اد امه ۱۱ ۱ ۳۹ 


۶( 1 ۳ 


۱ هام 
سپ بل پل سی۴ (۲۲۷ 
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محاسبه سطح و حجم ذ و از 


۷ محاسبا سطح بین‌منحنی و محور طو لها در گفتار انتگر ال معین + اشاره کردیم که 
سطح محصور بین منحنی نما یش تغییر ات تا بع (6()] عد بو ومحوریرها و خطوط و < »دوس بر 
(و ح<و) با دستور: 


ط‌ 
>( ) ] ] -5 
1 


به دست می آید. البته در آنجا فرض براین بودکه مقداد تابع یضی (2)] درفاصلا [و[,ع] بزر گتر 
پاساوی صفر باشد. نی داشتیم : » چ (عد). 

اگر در فاصله [و[, و] داشته باشیم : »> (5)؟ و اگر ۳ تابع او لیه‌ای برای ۶ باشد » 
آنوقت "1 تزولی بوده (زیرا مشتق آن یی ۶ منفی است ) ودر نتيجه عدد 


۳ 1 
(ع۲ -(ط ۳ )۲ 1 
:۲ 


منفی شحو اهد شد . اگر به همان روش حالت ه ح ()] دراین حالت بحث کنیم خواهیم دید که 
این عدد منهای مساحت سطح بین منحی و محور رها وخطوط و و و و و خحواهد شدد. 


۱۹۴ 


انتگر المعین برابر اندازة سطح می‌شود: 


1 
۴ 1 ح 
8 


پس اگر (3)] در فاصلةٌ [و[رو] در چندین نقطه تغییر علامت دهد یا به کفتهٌ بهتر در برخعی از 
فواصل 0<(عد)] و در برخی دیگر ۰>(ع)] باشد . (شکل صفحه قبل ) 
پاید مقدار انتگر ال معین ر! درهريك از فاصله‌ها جداگانه محاسبه نموده وقدرمطلن‌انتگر ال 
ممین قسمتهای دافم درزیر محور طر لهار! بمقادیر انتگرال معين قسمتهای بالای محور رها افزود 
تاسطح کل محصور به منحنی و محور رها و حطوط و و و رعد و به دست آید. 
مثال -٩‏ محاسبةً سطح محصود ین منحنی نمایش تغییرات تایع: 
۲ اس مت بو 


و محور‌وها و حطوط ۲ ور و رد در 
اگر منحنی نمایش تغیبرات و جدول مربوط به این تابع را رسم کنیم نحواهیم داشت: 
وه + 2 ۲ هو ست.. من | د 


1 "9 7. 


مات پا ۵ پا ۴ مر ۳ هر هن مر وق | ل 


به‌طوری که مشاهده می‌شود قسمتی از سطح که محصور است بین منحنی و محوریوها و حطوط 

۲ < رو ۶ --عو بالای محور بر ها قراردارد. این قسمت دا ,8 می‌ناميم ولی قسمتی ازسطح که 

محصور است ین منحنی و محور رها وخطوط ۶ هو و ۸ یر زیرمحوریرها قرار دارد و لذا 
۱۹۵ 


برای محاسبه آن قدر مطلق انتگر ال آن قسمت دا میا بیم .این فسمت را 5 می‌نامیم وخو اهیم 


داشت : 


۶ 9 ۶ 
- [ ۳ ] سر( ایا برش س) ] ,9 
51 ۲ 


۱۰۸ ۴ . ۸ ۶ ۲۱۶ 
۳ ی 
ی 
۲ 
۵ ۱ ۱ 9 
۳ )0( ۳ 4 رما ی ) .5 
۲ ۲۰ 
۶ ۶ 
۱۹۶ ۶ ۲۱۶ ۴ ۵۱۲ 
0 ۱ ات 0 و بو -)|- 
۴ | ۱۴ ۷۴ 
| | - مب 
در نتیجه : 


۱ 
۴ 


مثال ۲- محاسبة سطح محصود بين منحنی نمایش تغییر ات تایع 6 ۲ و محور رها 
و حطوط ه و و ۲ <و. 

چون به ازای 7>»ر>ه خو اهیم داشت ز واه و همچنین به‌ازای ۲۶>:ز>» خو اهیم 
داشت > پرزو پس خو اهیم داشت: 


۱۹۶ 


ولی : 


۴ 3 
۲ ۷-۱ ۱ عت (ه ووع ست )سب ؟7وزین سب سس | سوه | 


.۲ وی 
وم -1- ۲ وون مس | ح< [ تمه - ] | 0۲ 09ع 
. 7 
2۲| ۱-۱- ات 
و از آنجا : ۲۲ 5 
مئال ۳ : اعیین مساحت بیضی - می‌خواهيم تمین مساحت یفی‌ای که بهوسیلةٌ معادله : 


داده شده‌است را به دست‌آوریم. درصفحه دستگاه 
محورهای مختصات بیضی مود بحث دا بهوسیلة 
شکل نان داده‌ایم ۰ 5 

| گرمساحت یضیدا به و بنامیم خو اهیم 


داشت : 


20 8 
- و ۷< ] 9۲و ]9-۲ 
۷ 0 
برای محاسيةٌ این انتگر ال تغیبر متغیر می‌دهيم به‌صورت زیره؛ 
۱ 2 1 حجت )روج بو 
7 
>> جح هه 


7 


ز 
۲(۷:م 1 هس ؟ ] 


0 ۳ ف 


8 
ب 0 کی آهک 2 اس 


1 
ات + هبسک 


۱۲ 


۱۴6-۷ سطح محصور بین دومنهنی- بر ای محامبةً سطح محصور يين منحنیهای نمایش 
تغییر ات دوتابع (),1 ۲ د (ع)/]- با ر خطوط و عد یووو ج یو که در آن (: > (عد):؟ 
(طبق شکل ) » چنین حمل می کنیم : 


/4 ۹۱ 


: 5 ط 
()(1 -- (:) ] ] ۲۵ ]رد)۲ ] -5 
8 8 2 
مثال ۱ - محاسبةً سطح محصور بن منحنهای نمایش تغسر ات دوتابع زير ؛ 


۱ سس از بت ۷ 
+۲ -< ۷ 1 


دخست طو لهای شا تقاطع دومنحنی را می با بیم : 


۵ اس زاس ۲و۲ سامت ام ۲ 


حال باتوجه بهشکل درمنحنی که در با لا رسم شده است وآ نچه که در بالا دیده‌ايم خحواهیم 


۱۹۸ 


۱ 


(( ۱ آز) - (ر + کرت ]| - () 1۱ (عر)) 5 
۱ سح ۱ سس 


داشت : 


۳ 


۳۲ 


۱ ۱ 


۹ 1 7 ۲۸۳ 
سس بح ود سح ات (۱ + ۷۲ سب ِ 
#۸ - ف ۲ 7 ۳ / ‌ ۳ 


۲ ۲ 


۹ مطلو ب است محاسبة سطح محصو ز بين منحنی نمایش تغییرات تأیع آپر ۴ حد بو و 
محور رها (جو اب ۱۰) 


ری سطح محصود بن منحجی نمایش تغییر ات تابع ۳۲ بو و حط ۸ ٩‏ وِ محود توها 
4 (جواب - ۱۲) 


۳- سطح محصور بین منحنی نمایش تغییر ات تا بع ۲( ۷۲ وخط ۳ ح بو را حساب 


کنید. (جواب سح 
۷ب سطح محصود بین منحنی به معادله 2۳ ۲۷ و محور زاها و حطوط ود و و 
۲۵ << را حساب کنید (<<ع). (جواب د 8) 
۳ 
۵- مطلوب است محاسیةٌ سطح محصود بين یکی از عاق‌های منحنی وس ۷ و محور 
ره (جواب < ۲) 
9 سطح محصود بن سهمی‌های و۵ ۲ عد ۱ و ۲ < ایو را حساب کنید. 
۱ ۴ 
ات حتد ۲( 
رب او 


۷- تمام سطح محصور بین منحنی "رح بو و خطهای »ز۲ت بو و لاح بو راحساب کنید. 


مب 
۵-۷- محاسبه حجم برخی از اجسام دواد فرض می کنيم تا بع (5)]عد نو درفاصله 
[و], و] معینو پیوسته وغیرمنفی‌باشد . دراین گفتارمی‌تحواهیم حجم‌حاصل از دوران سطح‌بحصور ین 
منحنی (6) نمایش تغفییرات تابع («)] --۷ ومحور رما وحطوط ج -- یر و و[ یر درحول 
محور یرها را مبحاسبه کنیم . فرض کنید که >> ود (ع)۷ حجم آن قسمت از جسم دوار 


۱۹۹ 


که بين صفحات عمود برمحور رها در نقاط به طول ویو + واقع شده است برابر است با 
() ۷ - (۵ 1 ) ۱۷ ۵۱۷ 
فرض کنید که(:ر) 0 و («)۱1 به ترتیب می‌نیمم‌مطلق‌وما کزیمم‌مطلق تا بم] درفاصلال )رش »,ین 
باشد. (برای توایم پیوسته‌ثابت می کنند که چنین ما کز یمم و می‌نیممی موجود است). آنوفت‌حجم 
2۷ از حجم استو انه به‌ارتفا ع برش و شعا ع فاعده (عر)جور بزد گتر وازحجم استرانةبه ارتفا ع »رل 
وشعاع قاعده(ید)][ کمتر است . (به شکل مراجمه شود) یعنی 
7۷ > ۵۷ > ۵ () ۵۲ 
و جون بر تفسیم کنیم (»۵ عبت فرش شده است ) دادیم : 


۵ 
( کج > مهم () 


حال ا گر عون دا بسمت صفر میل دهیم» چون تابم ؟ در [۲۵-عد,د] پیوسته است 
ما کزیمم و می‌نیمم محدلق آن در این فاصله یعنی (:)1۷۲ و (:)9۵ به سمت (5)] میل کرده و لذا 


2 
حد دو طرن امساویهای (۱) باهم برابر می‌شوند . پس حد سم یز موجود بوده و برابر حد 
مشنرله دو طرف (۱) یعنی (عد)۲]۲ می شود یعنی ۱ 


۵۲ حد 
(ع) "71 + بو 


۳9 


به همین ترئیب می‌توان ثابت کرد که 


740 و ود 
پس خواهیم داشت 
74 0 
و لذ! عد *() ۲7۲ عد (ع) ۷ 


حال اگر (عر) ۳ تابع اولیه‌ای برای (عد) ۲۲ باشد آنوقت دادیم : 
4-6 ()۳ < () ۷ 
وجون ه (۵) ۷ 1 پس (۲)8- عدر) . لذ! ا گر ۷ حجم جسم دوار حاصل باشددادیم 


۵۳( ۳۳۲] ط [(۳)۶] -< (۲)۵ - (ط) ۳ (ظ) ۷ ۷ 


هشال ۱ -مطلوب است حجم حاصل از دور ان سطح محصور بين منحعنی نمایش تغییر ات تا بح 
۲-۵ رت بو ومحوریرها وتحطوط ۲ << بر و ۴ ع< یو حول محوروها. 
طبق فرمول خواهیم داشت: 


۱ ۳ ۱۳ 


پا: ۲۵ یره و یرو( ۱۲۲ | ۰ ۷ 


۴7 
۱ 


۵ 
۴ ۳7 ک 
َ ۵ ۲ هس اور 2 ح* ۷ 


۲ 


۲ > 
مثال ۲- محاستة حجم حاصل از دوردان بیضی ۱ حول محوز ۹ 
معاد له یضی را می‌توان چنین نوشت: 
۱ 9 
زد )7ج ۲ 
چون دو کرانة یضی به‌طو لهای و -- »زر و و -- ع یر هستند. پس: 


۳ 8 ۹ [ 
2( 9)چچ- ]۲۰ ۵۲( اب 1 عصس ۷ 


۲ 2 ۱ 14 ۲۶۲ 
۲ ی ت ۳ ی سب م۲ 
تث ك بت 6 من ۳ 1 ۰ 2 جر ۷ 


۳۰۱ 


هثا ل ۳ - مطلوب است محاسباً حجم صعه‌ای 
از کره‌به‌شما ع13 که بین دوصفحً مو اژی محصور باشد 

چنین حجمی از دور آن سعلحی که محصور است ین 
محور رها و کمان 13 هر از دايرة 10۲ راز و 
خطوط و یو (پازه خط ۸۵۲) د وید (پادمعط 
۲ درحول محور »ها حاصل می‌شود. پس خو اهیم 


داشت : 
ط* ۱ طّ 9 
ا3] » بل ( اب-۲ 1۱) سس ] «- / 
۱ 8 1 


3 


اشعه عت 


0 10۲ ](و - ط)ت 


مثال ۴ ماس حجم حاصل از دور ان سطحی حول محو ز ها که محصور است بین تدط 
6 << از ومحور رها وحط و ور (حجم مخروط). 


طبق فرمول ‏ ۳ داشت: 9 
۷ ٍِِ« ۷ 2 1 مب ۷ 


2 
۷] ۱ 
0 


۳-8 ۲ 

1 2 

ستا زو | ۲ 7۳ 

7  « ا‎ ِ 
۵ 


با در نظر گرفتن اینکه ویو همان 8 یعنی شعاع قاعده مخروط و و طول ارتفا عآن است. 
۱ 


مثال ۵- محاسةً حجم‌مخروط ناقص‌دواری کدازدور ان سطلح»حصور ین تط 4-2 هو : 


ف 


ومحود رها وخطوط یرو و[ یر درحول محوریدها پدید می‌آید. 


طبق فرمول خواهیم داشت: 8 
ظم 
۶ (۱۱-+- :۱ ) و ۷ 


-.] 


رات ِِ (س)» - 


۳10 ۳:11 


۲۰ 


با استفاده از اتحاد (وو +۲4 )زو سجن) ع "ول - "چ " خواهیم داشت: 
ات پسهل )۴ 


۳۳0 ۳۳ 


[ را ووه) 4 ( و سل )۲( + وصص) ۲4( وا هها)] کر 


ت۷۳ 


1( مس( واهه) +( هصه) 4 ۲و طه) ](و-ظ) ب ۷ 


وین و و[ برابر ار تفا ع مخروط ناقص است که در هندسه با ج[ نشان داده می‌شود و 
8 و ذویور و ۸۸ دود ووو است که در هندسه به‌ترتیب با 16 و 0۳ یعنی 


شعاعهای دوقاعده شان داده می‌شو دل. در لته نو اهیم داشت؛: 


۷-۱۸ 


مر بن 


سطح محصود بین محور پرها و منحنی‌های زو و حدود معین شده در هر بر مخاسة کنیك: 
۲ و یسیو و سیر ور و (۱ 
۱ 
(۳۱ -< 5) موسر و ستو و زر ۳)آوتت (۲ 


۱ ۱ 


۷ 
۱92 ده و بت با و :5 بل وج ۷ (۳ 
سطح محصور یین محور بآ ها ومنحنی‌های زیروخطوط داده شده در هرقسمت دا حساب 
کید . 
 ٩(‏ 5) بو و در (۴ 
۱ 
ی مد و دود و اتب (۵ 
۱ 
(۷۲ ۲/۳۰۲ -< 5) و ی وکین (۶ 
سطح محصور بین هر يك از منحنی‌های زیر و محور وه ۳ حساب کنید: 
۱ 4 
 :<- )۷ -۱()۲۷--۴( 92‏ (۷ 
۱ 
(۴--5) او ۳۲ تا (۸ 


۳۰۴ 


(۱- 5) ۲(۲ - )و ٩(‏ 
سطح محصور بین هريك از منحنی‌های زیر و خطوط داده شده را حساب کنید: 


(6-۱۰) لا و رو (۱۰ 


۱ 
(5-۱) لا و 4 رو ور ۷ (۱۱ 


۱ 
(۴۰--5) ۴ یو و ۳سا پر تت ۲ (۱۲ 


(6-۴1) ۶ سد ۷ (۲ »)رت ٩‏ (۱۳ 


۵ 
(+۲۰ -5) هه ۲ ۲ آیرات ۷-۴-۳ (۱۴ 


(5-1۰8) و ۲ ولو وا 2 ۲ (۱۵ 


سطح محصود بین دو منحنی‌داده شده در هريك از مسایل ژیر را حساب کنید: 


۹ 
مرح 5) ( )ور لا و (۱ سح رو و (۱۶ 
۱ 
لحه) .. (تمعو و ۳و (۱۷ 
۱ ۱ 
--5) اس و۳ لو وا رآ (۱۸ 
2۵ 
۱2۴٩ )3- > (‏ و ۷۲ (۱۹ 
رن 
,۴۱ << )اس و و و اس و۳ ورد و (۲ 
۲ ی ۱ ۱ 
۱- سطح محصور ین منحنی نمایش تغییرات تج لو وخط وج ۲۱ ۷ یره ۱ 
را محاسبه کنید (راهنمائی - یکی از نقاط تقا ِ ۱ 
یکی طع به طول ج.- و عرض پ- است). 
[جو اب - نقاط دیگر تقاطع عبار تند از: 


۱ ۱ 


را و -5-۱] 


۲ 
۷ نت سطح محصور بین حط ۲ و حط ۴ بح زر و محور رها حول محور طو لها 
دوران می کند حجم حاصل را حساب کنید. 
(جواب ۶ ع ۷) 


۳ سطح‌محصور بین‌منحنی تمایش تغییرات‌تابع ۲عت ۷ و خطوط اج ۷ و 2۴ ۷ 
حول محورتوها دوران می‌کند حجم حاصل را حساب کنید . 


(جو آب ۷ 


راهنمائی - ازدستو 917" ۴ ۷ استفاده کنید : 


۴- سطح محصو ر بین‌سنحنی ۲۷۸ ۷ و ححیل ۵ 1 حول محور‌ها دور آن‌می کند. 
حجم حاصل را میحاسبه کنیك. 


۸ 
۱ سای ب ‏ 
(جو رش 1 


هريك از مطو ح محصور بین منحتی و خطوط داده شده در زیر حول محور رها دور انمی کند 
حجم حاصل را خنات کاید. 


(۱۴۴۶ ۷) حور فصو و ه ۱۲ ۲ ۲۵۱ 


۲ 
۷) :<< 16 ۳ ه - 2 , ۰ عد ۲ ۳ ۲۸و 1 ( ۶ ۲ 
(۲7 -- ۷) و - ۲ ۳ 
۳ 
5 ۷( ۰< 1 و (۲ )5 ۲ (۲۸ 
۳ ۳ ۲ ۳۲۹ 
۳ »ع ‏ و (--۲)۱ اعد و 


7 ۱ 
ی ۲ ۴ -ج 3 :۰ کز ۳ هت # و 1 (۳۵ 


هريك از سطوح محصور بین منحنی وتعطوط داده شده در زیر حول محور بوها دوران می کند. 
حجم حاصل را حساب کنید. 


4 وت 
۱ ۲ و لا و ۱+ (۳۲ 


۳۰۵ 


ی 

(۶ ۷۵۸۶) 2۳لا هت لا ره وا وه حت ۲ از (۳۳ 
۲ ‌ٍِ 1 ۱ 
ات ۱( هد بر و( ۲ (۳۴ 

۳ 
رت ۷( و ۲ , 0 حته 9 ۰ "اس ات و (۳۵ 


۳۰ 
۹ ۷2۵ و ۷۲ و تیا و ات 6 (۳۶ 


۷ در ظرفی به شکل نیمکره به شعا ع ۱۳ سانت مت رآب می‌ديزيم هنگامی که ارتفا عآب 
در داخل ظرف به م۸ سانتیمتر پرسد. حجم آب زا حساب کنید. 


۱ 
(جواب لت ۶۶۸ 


۳۸ در ظرف کره‌ای شکل به قطر ه ۲ سانتیمتر بسرای نگاهداری ماهی به ار قا غ ۱۸ 
ساأنتیمتر آب ریخته‌ايم حجم آب داخل ظرف را حساب کنید. 


(جراب ۲60۵۲ ۱۲۹۶) 


۱ 0 ِِ آ 
تابم اوله تابم سس (6()] دا با بید که به‌ازای ۲ ب ِ 
ح ع (1)5 دا بیابید که په‌ازای ۲ > آبرا بر 


گردد. 
زو ۴ ۱ 
۵ ۷ب ددصد ت پرری << ()1 و )ومع + ۱ باشد مطلو بست محاسبة 

4 

۳ 
۱ 1)( 

4 

۳ 
۱- | 1) (۶ 

۴۳ 


۱ در صور که سس : + - )1و ۰:۸ با شل مطاو بست محاسبة 


۱ 
5()] ] 1 برحب ( ود دق ۵ چب و 
۸ ۱ 


۳۰۶ 


۲ 1 
۷۲- سطح محصور بین منحنی آیع توی +۱ 5 < (105 و مجانب مایل آن و 
دو حط ۳ ور و ۳حر(عت ز را بر حسب ۸ حساب نم ده وحد این سطح را دقتی که‌هه + ب-۸ ۱ 
بدست آوریذ. 


۳- منحنی (ل)) نمودار تابع ۶ با ضا بطة 


- و ۴ عد ()] جوز و (۴ و 1]0 
را رسم کنید, نشان دهید که تابع ] يك تابع معکوس مانندم دازد که ضابطه و دامنه تعریت وبرد 
آنر | تعیین خو اهید نمود اگر ج يك عدد حقیقی از فاصله [۴ و ۰] باشد. 


انتگر ال زیرا حساب کنید, 5 
(۶)۳ / (2)] 


ره 
دنشان دهید که (ع)2 < (2) [ + (2) ] است. )8 1 ح (2)[ 
9 
۰ ۳ 5 7 ۱ ۱ 
۲ب بدون رسم منحنی سطح محصور بین متحنشی )۱ (۱ 0 ۳ ۲( 7 س (1)2 ِ 
محورزها و دو نخعط ۲ یز و ۸2۲ را برحسب ۸ بایید وحد اين سطح دا وقتی که 
وم له جت( حسات. کنید, 
۳ 2 2 میت » 
۵ب تابع مشتق ثابع دا با ضابطه ۱+ آیر 1 + ورعد (ع)نجمور را بياید و با 
استفاده اذ آن تابع او لبه‌های ترابع زیررا حساب کنید. 


6+ ۷ +۱۲ 


۹ 
(1)8جسدر و 8 
2 ۷ 8( ۱ 


۱ ظ 
نت 


۳ 


۶ اولا مطلو بست محاسبه سیر هد >> پبرحسب , 


ثاناً مطلو بست حد (ر)۳ وقتی که - ۱جعز یمنی: 


اب21 


۳۰۷ 


سالات امتحان نهابی جبر و ] نالیزسال چهارم ریاضی و فیزبك 
استانهای کشور 


استان اصفهان خر داد ۱۳۹۹ «مدت ۵ /۲ ساعت» 
۳ خت ۳ 
اب با استفاهه از تعر یف حد ات کنید ۵ سس ان 
۱ ۱ بو زر ۳ ۵ مره 
۳ 


۳۳ تایح 1 ۳ دسئود زپرمشخص شیل و پیوستکی آنر | در نتعاه 2 , 27 بررسی و موداز 


آنرا دسم کنید | گر ره باشد: ۱(۲- )۷( ۲+ تن) ۱ 
سس( 


۱ - و ۵ مره 
ا گر بر باشد: تا ۱۸6 
۳ معاولات حطوط مجانب هريك از توایع ذیر دا تعیین کنید. 
۴ آو ۷ج ۲ 
حِ ۳ ۱ جد و و یت اور 7 ۲/۵ نمر هو 
۵-۲ 4 آیوم ۳ 
بت 7 معر و کی است: اولا هوو را جنان تعیین کنیل 0 عر ضهای 
ما کزیمم و می‌نیمم منحنی تابع فوق برابر با ۲-- و ۲ باشد. ۵ نمره 
۲-۷ ایو 


ثا نیا جدول تغییر ات ومحنی نمایش از ر رسم کنید. ۲۵ مره 


۵- جدول تفییرات ومنحنی نمایش توایح: آم- ۶ ولد و را رسم کنید. 


(جدول یکی از دو تابع کافی است) ۵ مره 
۳ انتگرالهای دیر ۳ حسات کنید: 


( ۲2۶ + آد) 1 نو 2( ٩-0‏ ۵2۶ ۲) 


سس ت ۲ ۲ مره 
3-6 و + ۱/9 ۱ 


۱(۲-به) 


۴ ۱- ۲9:۵7 
۱ ۷- اولا جدول تغییر ات و منحنی نمایش ۷/9 را در فاصله [۲۰۲ وه 


سم کنید (۲/۵ نمره) انب ساحت مطح محصور بین منحنی سوق و محور عو لها و حط ول 


هد یو و *عد رم را حساب کنید. ۱۵ نمره 
رس در تا بع: مس ون پادامترهای رز و و دا نان با بید تا بهار | 
۳(۶4+۵+و)- رم ۱ ۲ ۰۰ 
۱ 
7 تابع برابر (مهی(<) شود. ره 


۲۰۸ 


استان آذر با یجان شرقی خر داد ۱۳۵۹ 


«مدت ۲۵ ساعت» 


«اد سژالات ۱ نا ۵ فقط به سه‌سوال اختیادی پاسخ دهید - سوالهای ۶ و ۷ دا تماماً بنویسید» 
0 با استفاده از تعر یف حد ژابت کنید که: اک لگ حاه است. 
۳ 
۲ 


چتت رل 


۲ 
 -- ۲ ۱‏ 7و 
۲- تابعی با ضنا بطه اب 2+۱ | 
۲ صب رم 
کنید که تابع ] در نقطه ۱ بو ناپیوسته است . یا پیوستگی راست يا چپ دارد؟ 
۲(۲-+-د) 
سب او 


۱ 


م۲  )2(‏ و ۱ < (۱)ر داده شده است ثابت 


۳- منحنی ح بو را با خعطوول موازی محود نون قطع داده‌ايم وفتیکه این 


حطول تغبیر کند مکان هندسی اوساط تقاط تلاقی دا بیدا کنید. 


۲و ۲ و 
۴ تایع سل سل 


2 < زو مفسروض است مطلسویست محاسبه پارامتر 6 


بطودیکه بین,ب د پیز عرضهای نقامل ما کزیمم ومی‌نیمم منحنی آن دابطه پیق,ن < ۳ + بل( ,9 
برقر از باشد. 


۵ تحل تابع آبو اس 2۷۲۳۵ رو را وفت.که مد بت بم حسات کنید. 
هر سژال ۲ نمره 


۶- تابع اولیه نامعین ذیر دا حساب کنید (۲<:ع) (۲ نمره) 


۵۲( ۲-۳۳ یو )۳ / ۳ 


۲ و | 
۷ جذول و منحنی نمايیش تغییر ات تابع‌های زیر دا رسم کنید: 
۱ ۲(۲+-) 
(۳۸۵ نمره) نت 
(۴ نمره) ۲-۵ آوو ۲۰-۷ ع< زن 
(۳/۵ نمره) (۷۶ > 9 > ۰) ۱ -- زو ون 4 9997 عد بز 


۳۰۹ 


استان آذر با مجان غربی خر داد ماه ۵٩‏ «مدت ۲/۵ ساعت» 


۲ 1 ای ۲ ۱ 
۱- تایع ۶ با ضابطة (عوی :سکع (یت) داده‌شده با استفده ازتعریت, عد 


تایع و تعیین يك استلز ام منطقی ثابت کنید اگر و بست (0 +) میل کند» (ء) بسمت (۲) 
میل مینما ید. ۱ (۵ ۱۸ نمره) 
۲- در تایع [ که [ه] قمت صحیح بو ؛ دا نمایش میدهد با ضابطةٌ زیر داده شده: 

ضرایب و و و دا چنان تعیین کنید وقتیکه بو بسمت (۲) میل میکند تابیع پیوستگی «است داشته 
و حد چپ آن برابر (۳) باشد. (۲ نمره) 

اگر . ۲<ره : ۲6+ [(جم) 

اگر ۲ یو : ۴ عت (۳)2 

ار ۲کن روط + [یم] 


۲ - زو ومن ۲-٩‏ و۵0 
سس سس 


۳ب حد تابم: - سد بو دا وقتیکه بو بسمت(صفر )میل میکند» پیدا کنید. 
(۲/۵ نمره) 

۳ 
۴ تابع با ضابطه: ۱ ۱ << 2۶ و بِ (ه)/ ] دادهشده » اولا ثابت کنید تابع 


دد دامن تعریفش معکوس پذیر است؛ انیا اگر معکوس تابع (مع)/ دا با (ع)۱- ره نمایش 
دهیم‌مطلو بست معاد له نعط مماس برمنحنی نمایش تا بع (۱)2 1 در نقطه‌ای بعر ی (۲) و اقع بر آن. 
(۳ نم 

0-۲-6 اوه 9 


۵ تایع: ۱ سه و 


ج< و » مفر وض است: 


آ- ضرایب ۵ و 6 و 6 را چنان معین کنید که حط ۲-- بو ع زو مجائني .سایل منحنی 


نمایش این تابع بوده و مینیمم تابع برابر (۱) باشد. ۱ (۲ نمره) 
۲ 5 ۳ ۳۵۳ نسم ایو 

مت جدول و تغییر ات منحنی )۸( منحنی نمایش تابع؛ ی ود ادسم کنید 

(۲/۵ نمره) 

.گر تحمل ۶ << و : منحنی (۸) دا درتقاز 4 و و و ,حورعرضی دا درنامله 6 قطسع 

کندطول نقطة (ز مزدوج تواففی (ع) دا نسبت بدونقطه 4 و و پیدا کنید. (۱ نمره) 


۲ 
۲ ۰ ِِ ت‌ 2 
#س اولا. جدول ومنحنی دمایش تقییر ات تابع: سس 


۱- آ | 


/و» را رسم کنید.(۳/۵نمره) 


ثانیاً انتگر ال معین ذیر دا مبحاسبه کنید. 


مه 2۲ ۳۵ ۱ 
۳ ت ۳ 9 


۳۱۰ 


استان آ ذربا یجان شرقی خرداد ماه ۱۳۵۷ 


«عدت ۲/۵ ساعت» 


۱- ۵ دا طودی تعبین کنید تابین ,یز و پرو عرض‌های نقاط ما کزیمم ومینیمم منحنی (ع) 


رو : ۰ ۱ 
بمعاد له سل ور > رابطةه ۸ بر فر اد باشد. امر ده (۲ 


۲۵:۷۲ زو 
بح جدول وم نحنی نمایش تغییر ات تابع -*ستس لگ یو را رسمکنید.نمره (۲/۵) 


۳ معاد له درجه سو۵ ۵ د ووز سك چو۳ مت آزو مفروفن است:د 
.الا - جدود پور دا طودی پیدا کنید تا معادله سه دیشه ساده داشته باشد. نمره (۱) 
انیا - مقدار مور دا چنان بدست آورید تا بین ,یج و پجه و ,نم دیشه‌های معادله دابطه ذیر 
برقر ار باشد. ۶ 2 ۲ وس پوس زو نمره (۱/۵) 
۴ اولا جدول ومتحنی نمایش‌تغییر ات تابع بو ور | ۷ بو دا دسم کنید. نمره (۲/۵) 
انیا - مساحت سطح محصود بین منحلی و موز طول‌ها و دو عط بمعادلات ه عد مج و 


2۱ 7 دا پیدا کنید. نمره (۲) 
۵- انتگر ال نامعین زیر را حساب کنید. نمره (۲) 
ند ۳2۵0 


رگن 
#۲ جدول ومنحنی نمایش تغییر ات قا هت سح << 7 را در فاصلهً > 2 > ۰ سم 
۰ مر و (۲/۵) 
۷ با استفاده از تعر یف حد ثابت کتید: 
1 
1 رت مره )۲( 
4-۲ ۶ 
۲ بت و 


۸- تابعی باضابطهٌ زیره‌قر وض است به‌جه دلیل این تابع در نقطه ه عد و ناپیوسته است. 


آیا این تابع در همین نقطه پیوستگی چپ یا داست دارد با نه؟ چر ا؟ نمر۲(۰) 
2 ۱ 
ید و سکب (م)ز 
۱< (۰) ۶ 


۳۱۱ 


اسعان نهر ان خرداد ماه ۵4 


رید ت ۹ ساغت» 
۷۴ 


۲ زو | قافن 


5 دست محاسنه: 
یو ۲ 


۲ :مر ه 
۳ تب ول 


۲- یکی از دوتساوی زیر دا به دلخواه انتخاب کرده و درستی آنرا با استفاده از تعر یف 


حد ثابت کنید. و 
الف: ۸ < (۵ ٩‏ :۳۵) حد 
چ 7 
۲ نس ص۱۳ لب 
1 9۳ 
من( جبب رم 


۳ معاد له قائم برمنحنی ننایش ٩‏ ۷-۲2۲ را در نعطه 4 به عرض ۱ داقع بر مئحنی 
بدست آورید. ۲ نمره 
۴ب از سه تابع ذیر دو تابع را به دلخواه اعتیار نمودهء جدول ومنحنی نمایش تغییر ات 
آنها را رسم کنید. (هر کدام ۳/۵ نمره) 
زو ۷ سس آوو 
او رو ۷ 
ب: و آروم - +۳٩‏ ع< ‏ 


اس ور 382 


۱9۲ 9 ۹ 


الف: 


1 و حساب کنید و آنرا ساده نمائید. ۲ تمره 


۵-4-۱ ۷ ۳ 
0 


#- انتگر ال‌های زیر را حساب کنید. 


4-٩ ۲‏ :و ۱ 
| لف: ۳ ۳۷ ۲ تمره 


٩‏ سب 
ب 2 ۱۳۰۹۳ ۵ مره 
۰۳۶۲۱۵ [ 


| ۲۰۷۱ ۷۵۵۵ ‌ 


۵ مره 
۳۱ 


استان خر اسان خرداد ماه ۱۳۵۷ 
«مدت ۲/۵ ساعت» 


۱- با استفاده از تعریف حد ثابت کنید 


ِ 7-۳۲ سول 
۲ 2 بمب بر (۲۵/ ۱نمره) 
۲- حد زیر را محاسبه کنید 
نز ۱ 
۱/۸ 
رت مجل 
9 ۱ و جت ون (۱ نمره) 


۳ تایج ] بوسیله ضابطه ذیر داده شده است 

۲ب مر 

لسگد + وبدو(- مر 
۲(<۴) 7 


ثابت کنید این تابع در نقطه ۷ ح< چم ناپیوسته است. آیا در نقطه مز بور پیوستگی دراست‌یا چپ 


۲ رد رز 


دارد؟ (۱ نمره) 
۳ ۳۹7 ۱ 
#۴ 9 < ()م باشد. او لا حوزة مقادیر (7)2 دا تعیین 
کنیدئانیاً مشتق ع/ دا به هر طریق که میتو انید محاسیه کنید. (۱-نمره). 
۵- ثابت کنیدتا بع -- اور | ع< بو درمبدا مختصات‌می نیمم است و لی دراين نقطه مشتق 
ندارد. ۱7 نمره) 
نوس اولا تحقیق کنید تابع برس ۲ < بو وقتی بو درفاصله [۴ و ۰] تغییرمی کند دارای 
تابع معکوس است و ضا بطه تابح معکوس آنر | بدست آورید و دامنة تعرریف وحوزه مقادیر تابع 
معکوس دا تعین کنید. (۱/۲۵ نمره) 


۳ نو ۳ 
_- و ی است ( ۰ عوده) 


الف - تحقیق کنید این تابع همواره دادای بك ما کزیمم ومی نیمم است 
(۱ نمره) 


۳۱۳ 


ب - دوپارامتر ۵ و ۵ را چنان تعیین کنید که (۲ و۸۸)۱ یکی ازدو نقطه ما کز یمم یا می‌نیمم 
منحنی تابع فوق باشد, (۱ نمره) 


۲ 
#7 ۳ 


(۳۸۵ نمره) 
اولا جدولوشحنی (0) نمایش تغییر ات تایع آرو - ۷ نو حد بور ار سم کنید. 
(۳نمره) 
انیا سطح محصود بین‌م: منحتی )۰( ویحوز رها و دو حط هو تست مر و ات زر را میحا سیه کشید. 
(۱,۵ نمره) 
- اولا در تعداد ریشه‌های معادله درجه سوم هچ ۳۸۰٩-۲۱‏ - آرو بسرحسب مقأدیسر 
میختلف ۶ بحت کنید 


ثانیاً ا گر ,4 ۵ 2۳ 3 بلق ریشه‌های معادله فوق باشند بور دا طوری تعیین کنید کسه داشته 
۱ 
باشیم. چج سس سین سس بل سس (۱/۵ نمر ه) 


ه ۱- انتگر الهای زیر زا حساب کنید: 


ف ۴۵۸(۵۵ + آع) 
۲ 


(۲ نمره) 


۳۱۴ 


استان حر اسان شهر بود ماه ۱۴۳۵4 «مدت ۲/۵ ساعت» 


# با استفاده از تعر یف حد ثابت کنید سد اور ۳ (۵ ,۱ نمره) 
1 ِِ 
00( ب رو 
۳۳ حد تابح دیر را محاسبه کید 22۷ ّ (۱/۵ نمر ه) 
۱ ۱ و۷ 
۵ ب بو 


‌-- تابع 7 بوسیله دستور زیر تعر یف شده اس 


ار 25۲ 2 
اگر ۲ ره ادیوه 


ضر اب »6 ۳ ر اجنانتعیین کنیدتا در دمعله ۲ ,بو تأبج (2) بو سم ومستی پذیر باشد (۲ نمر ه) 


۲ اه ۳ 1/1 مفروض است اولاتحقیق کنید درچه فاصله ازدامنه تعر یفش‌تاپع 
۳-9( 


فوی دادای تابیع معکوس است و ضابطه تابع معکوس دا بل سرت آ ود یسد و دآهنه تعر یف و برد 


تنم سگرن را فین کزن رد 
م4 رو سل ۲ 
۳ ات یه علای ۷۳۳ م۶ و ض |[ ت اولا ط و عم را حنان بیایید که من تما بت 
۵ ۳ ۲ رو 1 ابو مار وعناست ۱ ی 
تام از مبد] میختصات کذشته و عط سح ره مجوز :4ارن منحنی با شد. ([۱ دمره) 
دی 5 رم ۰ ۱۳۳۹ بو آرو ۱ ۹ ند 
ثانیا حدول تغییر ات وه‌نحنی )‌( نمایش تغمیر ات تا بح 09 ۲2 ح< له رارسم دس 
(۵ ,۳ نمره) 
الا ا گر حط یور بو منحنی (ع) دا در دونقطه مانند 4 و 8 قطع کند معادله مکان هندی 
نقطه ‏ وسط ححط 4 دا وفتی پارامتر ور تغییر می کند تعیین کنید. (۱ نمره) 
۱ ۶ جدول ومنحنی نمایش تغییر ات تأیع ۱۷۲ عد بو را رسیم ۹ 
(۴ نمره) 
۷- انتگرالهای ذیر زا محاسبه کنید: 
اس :۲ 
(۲ نمره) 2 لاه )۱( 
۱ ۷ ۲۵ زو 


(چ تمرم که موجه / 0( 


۳۹۵ 


استان ز نجان خر داد ۵٩‏ 
زمدت ۷۲/۵ ساعت» 


۱- اد دوی تعریف حد ثابت کنید: ۷ ع (۵-+ یو + آی) حد (۲ نمره) 
۱<- ین 
۷ - اور 


۲ زا بیس < و مقر وض است اولا: م و وق را دی تعیین کنید که تعَطةٌ 
رو 9 بر طودی تعیین 


۲ 
ثانیً: جسدول تغییر ات و منحنی تمایش تابم: س ۳ و را رسم کنید. 
۱ ِ اوقت ۳و رم ۳ ۷ ۴ 
(۳ نمره) 


۳ جدول تغییر ات و منحنی نمایش تابع: ۳ عد رو را رسم ۳ 
(۳ نمره) 
مشق تایع ۵۶ < لو را حساب کنید (۱ نمره). 


۵ب جدول تغییر ات و منحنی نمایش تابع: 02 -- و ووج 7 را در فاصله [7 ۲ و ] 


رسم کنید (۳ نمره) 


و 


لسع رو مفروض است او لا: بدون استفاده ازمشتق معادلة درجه دومی 
۴ + و آوو 


رت 


بر حسب پا امتر 6 تشکیل دهید که ریشه‌ها یش عرضهای تقاط ما کز یمم و می نیمم ‏ تابع فوق باشد 
(۲ نمر ه) ثانیاً: ي را طودی یاف کنید که عرضص رقعاه ما کز یمم تا بع فوق(۲) داشد. )۱ نمو ه). 


۳۱۶ 


#ِ انتگر الهای زیر دا حساب کنید: 


۱۵ +- :2 ) (۴ + | و | ۲ 
(۲ نمره) (۱/۵ نمره) 


سمنان خر دادماه ,۱۳۵۵ 


«مدت ۲/۵ ساعت» 


۲ 
۱- مطلوب است محاسبه نك حد (به‌هر روشی که میدانید) (۱/۵ نمره) 
8 7 ۱ و بت وق 
۲ با استفاده از تعریف حد ثابت کنید. ۲ ست ت (وو۳ س آوو) جد (۲ نمره) 
۱ ۳ چست لو 
۳- دیفر انسیل تأبع ۲۵ -- بو آ|وذ عم <« ۷ را بدست آورید, (۱/۵ نمره) 
۴- از نمطه‌ای بطول ۲ وافع بر منحنی تآپع ۲۵۶۲-۲-۱ ۱ << با مماسی رسم ميکنيم معا د 41 
این مماس دا بنو یسید (۵ /۱ نمره) 
سس ۲ 
ت  ۰۱۰‏ بت رزوی استتدفضر ایب ها و0 وم ,زان تین کیش زا 
۳ 
عوط ۴ رو و ۲۵۷-۷ < بو مجانبهای منحنی این تابع باشند. (۱/۵ نمره) 
۲ ۳ 
۱ ۵۶ سب زو . 
و جدول تغییر ات و منحنی تابیعم 2 و رارسم کنید (۳ نمره) 
۱ ک ‏ ۳ سل و۴ وم ۳ 


۷- جدول تغییر ات و متحنی تابع اصم و۲ ۱۷۷و دا دسم کنید (۳ نمره) 


دول مسر ات و منجنی تا بد هت ر! در فامله صفر و ۲ رسم کنید 
سس و دم کی تور انش ی 7 ژ ۳ 
(۳ نمره) 
‌ : 2 
-٩‏ انتگر ال تامعین ذیر دا حساب کنید. (۱/۵ نمره) ۱۳ 
ه ۱- انتگر ال معین زیررا حساب‌کنید. . ۱ (۱/۵ نمره). 
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۳۱۷ 


استان فازرس خرداد ماه ۵٩‏ «مدت ۲/۵ ساعت» 


۱- تساویهای ذیر دا با استفاده از تعریف حد ثابت کنید: 


الفب 00 بت بجوم 


2 ی سس ۵ نمره 
۲( وو) ۱ جوم ۱ 
۳ حجت یت له ِ 
فیات ۷۱ ۲۶| میم (۱ نمره) 


۲- تابع [مو- ]۲۳ ]۲ < (م) | داده شده است: 

اولا- اگر بر ج‌و حند چپ و حد راست تابع را بدست آورید. آیا تابع دراین تقطه 
حد دارد؟ 

انیب پیوستگی تابع را بازاء :2 بررسی کنید. (۲ نمره) 

(و, عدد صحیح و [] بزر گترین عدد درست کوچکتر یا مساوی ۲ میباشد) 

۳ مطلو پیت میحاسبه حد زیر : 

(۴ و۲ ۲و۲ آو۷/) حسسد (۲ نمره) 


0 سب دج بل 


- معادله تحبل مماس بر منحئی ۲ < # را در نمطه ای به لول ۴ پنمسو سمل 


(۵ ۱7 دمر ه) 
۵- جدول تقییر ات و منحتی نمایش تابع لگ بو ر! در فاصله [ ۲ و ه ۲ زسم کنمد. 

ود بار زوس 
(۵ ۳۸ نمره) 

: ۱ موو-1- ابرم 3 
لش با اف تج سس کت سر ات وضص است 
سب ور ات 
الف ‏ مقادیر م و ق و عم دا جنان تعیین کنید که منحنی تایع دارای دومجانب یمعادلات 
۳۳ج رم و ۱ ین عد رو باشد. (۵ ۱۱ نمره) 
ب از نقطه و (میدا مختصات) خحط غیر مشخصی دسم مسی کنیم تا منحنی تسایسع 
اسب و را در نقاط ]۱ و ۸۷ قطح کند مسکان هندسی نقطه حز م-زدوج توافقی 0 
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را سبت به ۸۸ و ۷ بدست آودید. (۲ ؛مره) 


۷ جلول تغییر ات و منحنی تابع ۲۵۵-۲ ام ۱٩|‏ یو را دسم کنید. ‏ (۳نمره) 


۳ زو 
بارس سعلح محصو در بين منجنی ۳ < (1)2 و حور بم‌ها ۶ حطلو مل ۵ << 2۶ 2 


۷ و دا بداست آورید . ۱ (۲ نمره) 


۳۱۸ 


استان کر مانشاهان خردادماه ۵4 «مدت ۲/۵ ساعت» 
۲(۲ -9) ۳2۲ ۲ 
مرح ات ۶۰( 


اگر ۲ ده 
۲ بو 
ار ۱ و )را دز نقطه ۲ سد _بر 
سئله اول : پیوستکی تابع (ع) 7 ۰ 
۳3 ۲ << 27 ۱ ب-] 
بررسی کنید. ۱ ۰ ۱/۵ مره 
مسئله دوم : بکمك استلز ام منطقی ثابت کنید 
۳ 
۳ 7 تاش 
۲ 2-1 ۲ ۳ سر ۲ ۱ 
۵ مره 0ح سل چس زل ۲ج و ۵ نمره 
سئله سو: حد تابح ۴۵۲۹1۳۸۶-۵ ۲۰۰-۷ ع بو راوفتی « بسمت 00 میل‌میکند 
تعبین کنید. ۱ دمره 


مسئله جهارم : معادلات حطوط ماس وقائم بر منحنی تاسع: 
ه بت بو ۳۸4-۴ - پویو ۲ - آ ومد و۲ 
را در قطهٌُ (۱ , ۸4)۳ که برمنحنی وافع است بدست آودید. ۵ نمره 


مسثله پنجم : دیفرانسیل تابح مقایل دا بدست‌آودید. ۲ ۲۸0۳2 +2 آدده ]۵ !ثمره 


۵ نمره 


هی ششم : انتکر ال تابع مقا بل را بدست آ و زر بد. ؟ جح مر وس 


مسئله هفتم : مساحت سح مدهصو رز بین منحنی تابسع "م۳ - ۳ دج رز و محور مرها را 


بدست آودید (دسم شکل لاذم نیست) ۵ مره 
ی ای ی و بط 1-۲ زو 
فسکله همم : حدول تغییر ات و مدحنی نمایش تابج سک ی رز زر سم 
اه ۳ مرن 
مت ۱۲ 
مسئله نهم : تابع از م«فر وضص است مسمدار ه درا طودی پیابید که 
| حه ۲2 
مجمو غ ما کزیمم و می‌نیمم تابع فوق برایر ۳ شود. ۱ ۱/۵ مر ه 


سئله دهم : اولا جدول تغیبر ات و منحنی نمایش تابع سل ارو ۷۷ وو بو را رسیم 
نات ۱ 


۳ مره 
انیا س خط ووم عد رو منححنی تاببع قوق را در دو نقطة ,۸۸ و ۸4 قطع میکند سکان هندسی 
نقطهٌ مر وسط ۸6 ۸ دا تمبین کنید. ۱/۵ نمره 


۳۹ 


استان کر مانشاهان شهر بود ماه ۱۳۵۷ 


و«مدت ۵ /۲ساعت» 
ملله اول: پیوستکگی تایع: 
"ردو و ۷2( ریم 


(۲ --یو)(۳ 4 ۲۵) 
را در نفطه 2۲ 27 بر دسی کنید. 

۵ 
-<(۲] 7 
۷ ۱ در و 

مسئله دوم: بطریق استلزام منطقی ثابت کنید هه ع سر ۳ است. 

۲(۲ - و) 
۲ چس ی 


۵ ۱ نمره 


مسئله سوم: تابع ۵ آنه ا-زو عج زر مفروضص است دامنةٌ تعریف و حوزهٌ مقادیر آنرا 
۲ 


نعیین وسپس ثابت کنید که ضابطهةٌ معکوس آن بصورر ت پبه میباشد. 
۱ مت 


۵ /۱ نمر ه 


۱ ۲ 
: - :۲2+ آبون 3۳ 
اه هارم: تابسع و مءقسر وص است: اولا - هم و داجنان تعیین 


و سب ی 

کنید که نفطهً ود نقطه ما کز ٍ یمم یأمی نیمم تابع فوق‌باشد. | فمر ه 
انیا - جدول تفییز ات ومنحتی تا تابع کا و را رم کل 

۵ امره 


مر کله ظ ۰ ۳ ا ۰ ۰ ۳ 
مس وم 


۵ ۱ مره 
۹ ۳4 ۹ اه ‌ ۰ ۱ 
ششم: دیفر انسیل توا ۳ را حیا کنشد. سس ۴۰ ۴۳ ۰ ۰ 


دمر ه ۰/۵ 


۳۰ 


ات [2 وامیعجه + و - ۱ ۰۵:1 ]۵ : ت 

۵ / مره 

مسئله هفتم : سطح محصور بین منحنی تابع ۵ +چلدا آ۳۵ و و مسحود زو ها و 
حطوول ۱ عد یو و ۱- << بو را بدست آودید. 

۵ نمره 


مسئله هشتم: در معادله درجه سوم ه حد ۱ +4 یور + آیر۲-- ین حدود در دا جنان بیا بید که 
معادله دادای سه ديشة حقیقی باشد. 


۵ نمره 


مسئله نهم: جدول‌تغفییرات ومنحنی‌تایع (ووومه - ۱)روجزه < بو دا درفاصلة [ ۲۶ وه] دسم 


۳ مره 
مستئله دهم: اولا - جدول تغییرات و منحنی تابع آر ع /(۲ -زو) حد بو را رسم کنید. 
۵ نمره 


ثانیاً - حجم حادث از دوران منحنی تابع فوق حول محود ب‌ها و حظوط ۲- ع زو و 
۲ << بو را بدست آورید. 
۵ فمره 


۳۱ 


استان ماززندران خردادماه ۱۳۵۹ 
مات ۷ ساعت» 
۳ 


مسئله اول: با كمك استلز ام منطقی ثا بت کنید. 
۱ ۵ ۱ 


۳ (۲ تمرم 
۱ ح بو 
مسئله دوم: تابع ‏ با دستود زیر داده شده اصت. ‏ 
۱(۳-ع)  __‏ 
ار ۱ او 7 ع(م)/ 
اگر 22۱ نم 2۱۲ (۱) 7 
پیوستگی تابع دا در نفّطه 2۱ , 2 بردسی کرده و نموداد آن زا دز صفحه مختصات قفائم رسم 
دك (۵ ۳/۸۲ نمره) 
مسثله سوم: متا تک لپت بر و و 8 دا طودی بیدا کنند که باداء ۲ < 2 
تابع دادای ما کزیممی برایر ٩‏ - باشد (۱ ئمره) 
۴+ و۵ + زو 


ِ منحتی 4( نمایش تغییر ات از ۳ زسم کنید. (۳/۵ نمر ه) 
۳- اکرخط ود رز منصئی را در نقایز ۸8/۷ و ۶۷ و محور عرضها دا ددرنقطه ای مانند طر 
تطع کند مطلو پست مختصات نقطه ۸۶ دسط ۸/۱۸۶۷ و نقطه اط مزدوح توافقی ط اسبت بمسه 


۲ و ۸۶۷ برحسب وه و مکان هندسی این‌نقطه وقتیکه بور تغییر کند. (۲/۲۵ نمره) 
مسئله جهارم: جدول‌جهت تغییر ات نمو داد تا بح ۷و۲ ور | ۱ سب و حد رود از سم کنید. 

(۳/۵ نمره) 

سطلهٌ پنجم ؛ جدول‌جهت تغییر ات نمو داد تا +ط << را درفاصله (ه و۲7) 

رسم کنید. ۱ (۳۸۲۵ مره) 
مسثله ششم: انتگرال زیر دا حساب کنید (۵ ۱۸۲ نمره) 


۳۳ 


دبیر ستان البوز ۶۰/۲/۱۹ 
«مدت 4 ساعت» 


۱- با استفاده از تعریت حد ثابت کنید: 
۲ 
۲ # ری 


2-۷۲ (۲ نمره) 
۳ جب. چم 


۲- تایح "وبا (ی)] وقتی ه مور هم‌ارز تابح‌روته - توعد (یم)م است اور راتعیین 


کتید. (۵ ۱ نمره) 
۳ پیوستگی تسابح |۱ - | - [جو]ن ‏ (م) دا دد فاصله ۲۲ و ۱] بردسی کنید. 
(۱/۵ نمره) 

+ رون 


مذلولی بمعادله تسب بو مفروض است (هعپتم) 


به و 2 و ع دا چنان تعبین کنید که حاصلضرب طو لهای نقاط ما کزیمم و مینیمم تایح براپر ۱ 


و قدر مطلق تفاضل ما کزیمم ومینیمم برابر حدد ۴ باشد. (۲ نمره) 
۱ 2 ۱ 
سپس جسدول تغییرات و منحنی و را دسم کنید. (۲ نمره) 
۵- اولا - مطلوبست رسم جدول ومنحنی تابع ۲ و (۲/۵ نمره) 
۱ سل ون 
ثانیاً - ثابت کنید تا بم دردامنه تعر یف ود معکوص پذیر است. (۱ نمره) 
الب - »عادله حط مماص برمنحتی تابم معکوس از نقطه‌ای بطول صفروافع برمنحنی تابح 
معکوس دا بتو پسید. ۱ (۱/۵ نمره) 
رایعاً - سطح محصور از منحنی دا با محورطول در فاصله دو حط ه س رو و ۳ < ین را تعیین 
کنید. (۲ نمره) 
۶ یکی از انتگرالهای زیر دا حساب کنید, 
۳ ۳ و له( وه - آ بو ۷ ) و 
۱ میتسه نهر و 
۳۵۰۵۵۶ ۱۶۵۶۳ هر ۳ ۱۳ هر 
25 ۰ 2 333 ۱ ۱ 
تضر ات ومنحن نمایی تابم--------- یو رادر فاصله صفر و۲ کنید. 
تا یقت اعوسات 7۳2 م۳ 3 وی تن 


(۵ ۲۸ نمره) 


۳۳۲۳ 


استان نهر آن خر داد ماه ۶۰ 


«مدت ۵ | ۲ ساعت» 


۲ 
۱ - بو 


۱- ددصتی تساوی ۸ د حد را با استفاده از تعر یف حد تحقیی نمائید. 
3 
۱ مره 
اگر ۱<<ه 2-۱ 
۲ تابع [ بوسیله دستود اگر >« 2-۱ <()/ز داده شده است؛ 
اگر ۱< نم 0 
پیوستگی چپ پیوستگی داست. بطود کلی پیوستکی آنرا در نقطه‌ای بطول ۱ بررسی کنید. 
۱ مره 
۶و سح ول 


وس بر 


۳ یکمك قانون هو پیتال حد تا بع 


(7)2 دا وفتی جوم بدست آودید. 


۱ مره 
م دتصات ها ۳ ۴ #- | تسس و تحشت کند که نما 
# جهت ت#عر و مختصات ۳ توت کبس ‌ ۷ ایو ج # نی لس و بصهعری ِ 1 
عف بز يك استقامت‌اند. ۲ نمره 
(۱- آیو)ه ۱ 
8 7-7۳۳ مد ۳ اسنصت. 
ی ی 


اولا تحقیق کنیل نمایش هندسی تمام منحنی‌هائی که بازاء مقادیر مختلت 2 دد تابع فوی 
بدست میا یند از دو نقطه ثابت هم و بر که مختصات آها دا تعیین میکنید مبکذرند. ۱ نمره 


۳ را طودی تعیین کنید که مماس بر منحنی در نقطه ای از منحنی بطول ۱ بر حط 


و > ۱ ۳-۲۱۱4 عمود گردد. ۱ مره 
۳ ارسه‌تابع دیر دوتا دابه‌د لخو اه انتخاب کر ده حدول تغییر ات وه‌نحنی نمایش هندسی 
آنها را رسم کنید. ۷ دمر ه 
۳ 
1 7 ند 603 ۸ 
و 2 3, (۲ 


111( رو |-۲+-وع< ز‎ ٩ 

۷- دروجود وعلامت دیشه‌های معادله درجه‌سوم ه حد ۱ آچو۳ آیو(موم--۲) برحسب 

مقادیر مختاف و7 بحت کنید. ۲ نمره 
۳۴ 


۲ 
۱ ۳2۶ 
۸- دیف رانسیل تابح ۳42 سح دنت دنله 0 
فراسیل هه 7 ۳ 2 2 ! نمره 
حس یکی از دو انتگر ال زیر را به د لخو اه انتخاب کر ده و انرا میحا سره تما تنل ۱/۵ مره 
"۱۳ 


۳۵ ش و 
۷۳-9 اک ۳ 


و 
1۱-2 
ه ۱ یکی از دو تمرین زیر دا به دلخواه انتخاب و حل نمائید. ۵ مره 
]) مساحت مطح محصور بین دو منحنی نمایش هندسی دو تابع ۲-۲« < و و 
۲+ و آزو۲ < بو را بدون دسم منحنی: حساب کنید. 
]/( سطح بین منحنی دمایش هندسی تابع (4۱ )۷۱۵ ع< ۷ و محور برها و دو حیط 
به معادلات ه عد زو و ۱ < یر دا حول محوریوهادودان میدهیم حجم حادث جقدر است؟ 
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